Documento Didactico — UTN — FRC — Centro Universitario de Desarrollos en Automacion y Roboética

MODELO MATEMATICO DEL CAMPO MAGNETICO TERRESTRE IDEAL

Ing. Jorge Jazni (UTN — FRC)
Ing. Carlos Cagliolo (UTN — FRC)
Ing. Gustavo Gonzalez (UTN — FRC)

1. RESUMEN

El presente documento muestra el desarrollo de las formulaciones fisico-matematicas de las
leyes de variacion de la inducciébn magnética terrestre a lo largo de una trayectoria circular

cuyo centro es coincidente con el de la tierra.

El objeto de estudio esti basado en el hecho de haber seleccionado para el amortiguamiento
de los movimientos de rotacion del satélite uSat un sistema activo de bobinas de a bordo las
que, convenientemente energizadas, interaccionan con la induccién magnética terrestre en el
punto generando cuplas mecanicas opuestas a las velocidades angulares en cada uno de sus

tres ejes.

Aunque este trabajo no es inherente al sistema de control en si, una breve descripcion del

mismo ayudara a esclarecer sus objetivos.

El servosistema sera implementado con tres magnetémetros dispuestos ortogonalmente para
medir las componentes de la induccidbn magnética terrestre en el punto. Las derivadas del valor
de la inducciébn magnética, obtenidas mediante un célculo a bordo, servirAn para energizar
adecuadamente a las bobinas de alambre de cobre, con el objeto de reproducir, en forma
activa y potenciada, el comportamiento de una bobina en cortocircuito rotando inmersa en un
campo magnético. Conviene destacar que un magnetometro mide el valor instantdneo de la
induccién segun su eje sensible y no su derivada, motivo por el cual esta ultima debera ser

obtenida como dijimos, a través del célculo.

La figura 1 muestra un diagrama en bloques esquemético del principio de funcionamiento de

un canal del servosistema amortiguador.
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2. INTRODUCCION

La resolucion del problema global consiste en los siguientes pasos:

a) Consideracion del dipolo magnético terrestre ocasionado por una corriente eléctrica

circulando por una espira ubicada en el centro de la tierra con el eje magnético

coincidente con el eje geografico terrestre y el punto en estudio describiendo una

trayectoria circular polar cuyo centro coincide con el centro de la tierra. En este caso la

rotacion de la tierra no tiene incidencia en el desarrollo.

b)  Consideracion de la inclinacion del campo, la rotacion terrestre y un angulo cualquiera de
inclinacion de la trayectoria orbital del punto. Es conveniente hacer notar que éste estudio
no contempla el corrimiento de la recta que contiene el dipolo magnético con el centro
geografico terrestre. Esta fue una decision del grupo de investigadores que trabajaron en

el tema habida cuenta de que la precisién que se hubiera obtenido de los resultados no

justificaba la complicacion que implicaba la inclusion del mencionado corrimiento.

Los resultados obtenidos de éste trabajo serdn de suma utilidad para:

e Simular numéricamente el comportamiento del sistema de estabilizacion y control del

satélite en sus distintas fases.

e Construir un banco de ensayos magnético que simule la induccién terrestre a lo largo

de la trayectoria del satélite en orbita.




3. DESARROLLO

3.1. EJES DE REFERENCIA Y CONVENCIONES

Durante el desarrollo adoptamos como sistema de ejes de referencia una terna ortogonal
cuasi-inercial derecha con origen en el centro de la tierra haciendo coincidir el eje Z con el eje
geopolar con sentido positivo hacia el polo norte geogréfico; el eje X, perpendicular al anterior
(yacente en el plano ecuatorial) obtenido como la interseccién del plano ecuatorial con el plano

orbital con sentido arbitrario; el eje Y resulta del andlisis de la convencion de la mano derecha.

Las rotaciones serdn consideradas positivas cuando los giros sean antihorarios, vistos desde

los extremos positivos de los ejes de referencia.

El vector dipolo magnético terrestre sera considerado con sentido saliente en el polo Sur.

3.2. LA SOLUCION EN EL PLANO
Las condiciones hipotéticas de resolucion de este caso son las siguientes:

e Grandes distancias al centro de la tierra (mayores a un radio terrestre) lo cual nos
permite usar fdrmulas simples para la determinacion de las densidades de flujo
inducidas.

¢ Inclinacion nula de la orbita.

Las dos ultimas suposiciones nos permiten decir que la trayectoria del punto en estudio estara

contenida permanentemente en el plano XZ.

La Figura 2 muestra la disposicion de los elementos esenciales para el célculo donde:

M : Dipolo magnético terrestre

B, . Densidad de flujo inducido radial

By : Densidad de flujo inducido tangencial

0 : Posiciéon angular del punto P en andlisis medido desde la recta que contiene al
dipolo M.

R : Radio vector del punto en analisis P.

By  :Proyeccion de la densidad de flujo en P segun X.

Bz  :Proyeccion de la densidad de flujo en P segin Z.
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3.2.1. Determinacién de las componentes cartesianas de la induccion

Las componentes de la densidad de flujo en coordenadas polares pueden escribirse como:

1 coso
Br = 2M —3
4 R 1
1 ,send
Bo=,-M—3
4t R
Como consideraremos trayectorias del punto P circulares, podemos poner:
M
3= C 2
47R
siendo C constante; teniendo en cuenta el sistema de Ecuaciones 1 queda:
B, =2Ccos 6 3
By =Csen 0
Pasando a las coordenadas cartesianas X y Z resulta:
4

By =—B,sen 6By cos 0
B, =—B,cos 0+ Bgsen 6



Reemplazando B, y By por los valores de la Ecuacion 3 queda:

By =-2Ccos 0sen 6 — Csen 0cos 9}

B, = —2Ccos? 6 + Csen? 0
Con lo que inmediatamente podemos poner:
Byx =—3Ccos 6sen 6

pero como

cos 0sen 0= sen 29

resulta
3
By = —ECsen 20

Ademas, como:
cos’0=1—sen’0

resulta
B, =—2C(1—sen” 0) + Csen® 0
B, =—2C+2Csen” 0+ Csen’ 0
B, =3Csen?6-2C

Por otra parte, como:

2sen o sen B =—[cos (o +B)—cos (o —P)]
haciendo o =  queda:
2sen? o= —(cos 20, —1)

de donde:
2 1
sen” a = E(l— Cos 2a)
Usando la expresion 15 en la Ecuacién 12 queda:

B2 :39—39003 20 -2C
2 2
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BZ:—E—3ECOS 20 17
2 2

B, = —(E + 3E cos 29) 18
2 2

Como resulta conveniente medir los angulos descriptos por el satélite en érbita a partir de la
direccion positiva del eje X haremos la siguiente transformacion:

0 =90°+0 = 0=0g—90° 19

siendo 04 el angulo descripto por el punto P medido desde +X, con lo que:

By :—§Csen 2(65 —90°) 20
3
By =~ Csen (265 —180°) 21
Pero:
sen (265 —180°) =sen 205 cos 180°-sen 180°cos 20 22
sen (205 —180°) =—sen 20y 23

Reemplazando la 23 en la 21 resulta:

By :SCsen 204 24
Por otra parte:
B, = —F+3E cos (205 —180°)} 25
2 2
pero:
cos (205 —180°) =cos 265 cos 180°+sen 26g sen 180° 26
cos (205 —180°) = —cos 20 27

Reemplazando la 27 en la 25 resulta
cC 3
BZ=—E+ECCOS 20g 28

La combinacion de las componentes By y B, mostradas respectivamente en las Ecuaciones

24 y 28 muestran un vector estacionario de amplitud C/2 dirigido en el sentido negativo del eje



Z al que se le superpone un vector de amplitud constante 3C/2 rotando en el mismo sentido y

con argumentos dobles a los barridos por el punto en su trayectoria orbital.

Esto nos permite decir que un cuerpo acoplado hipotéticamente en forma rigida al campo
magnético terrestre, haria 2 giros alrededor de su eje cuando el mismo haya descripto una

orbita alrededor de la tierra.

En la Figura 3 vemos el diagrama vectorial del fenbmeno en el que estan materializados el
punto P, el vector estacionario - C/2, el rotante 3C/2 y la induccién total B que observariamos

en esa posicion genérica.
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Figura 3

Obsérvese que los angulos descriptos por el vector rotante deben medirse desde el semieje

positivo de Z ya que, para g =0 resulta By =0y B, =—C/2+3C/2.

Usando las Ecuaciones 24 y 28 podemos realizar la siguiente tabla con los puntos mas

resaltantes de la 6rbita

0; | Bx | B, | B

Polo N 0° 0 C C

Ecuador + | 9Q° 0 -2C | -2C

Polo S 180° | O C C

Ecuador - | 270° 0 -2C | -2C

A los valores de la tabla los vemos representados en la Figura 4.
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Otro punto que resulta de interés es aquel en el que la proyeccién de la induccién en Z es

cero, por lo que la tnica componente es By .

De la Ecuacion 28 podemos poner (para B, =0):

§Ccos 20g = ¢ 29

2 2

0g = lcosl(lj 30
2 3

05 =54.73° 31

3.2.2. Valor absoluto de lainduccién

A la expresion que vincula el valor absoluto de B con los angulos girados por el punto podemos

encontrarlos a partir de las Ecuaciones 3 haciendo:

B? =B2 +Bj 32



B2 =4C%cos’ 0+ C?sen? 0 33

B? =4C?(1-sen?0) + C?sen? 0 34
B2 =4C2 —4C? sen? 0+ C? sen? 0 35
B2 =4C? -3C?sen’0 36
B2 =CZ(4—3sen2 6) 37

Para poder medir los angulos a partir de +X debemos realizar lo mismo que en 19, es decir:
0=065 —90°
guedando entonces:
sen @ =sen (6 —90°) =sen B cos 90°—sen 90°cos O 38
sen 0 =-—cos Og 39

por lo que la Ecuacion (37) se convierte en:

B =Cy4—3c0s° g 40

A la ley de variacion del valor absoluto de la induccién a lo largo de una 6rbita podemos verla

graficamente en la Figura 5.
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3.2.3. Determinacion de la velocidad de rotacion de lainduccién

Observando la Figura 4 vemos que, con la convencion de ejes adoptada, el valor de la

induccion en el Polo Sur es -2C y totalmente radial, por lo que podemos decir que:

B, =—-2Ccos 0 41
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Analogamente, el campo tangencial que es nulo en el Polo Sur, pasa a tomar el valor + C en el

Ecuador, por lo que:

Bg =Csen 0 42

En la figura 6 vemos la disposicion de los campos en una posicion genérica intermedia.
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De la Figura 6 se desprende que:
B
6=tg_1—9=tg_lﬂ=t —1(_@j 43
B, —2Ccos 0 2
y como:
O0g=0+9 44
resulta:
0g :6+tg_1(—Mj 45
2
A la velocidad angular de la induccion la obtenemos derivando la 45, con lo que:
: : d _1( g 9)
O0g=0+—|t -— 46
B dt{ J 2



tg 6
Haciendo gT = X, resulta:

—1g " X=- =— 47
dt 1+ %2 2
2
00 (1g0) 10, 1 1 4
do do\ 2 2 do 2 C032 0
de =08 49
dt
Reemplazando las Ecuaciones 47,48 y 49 en la Ecuacién 46 resulta:
O =0—|—— L 50
tg0)% 2cos® 0
1+ (j
2
b =0+ C S — — 51
2 2sen” 0 4cos“0+sen” O
2C0s” 0 +
0 =0+ > 20 . 52
4cos”0+1-cos” 0
Quedando por fin la expresion:
0 =0+ 22—6 53
3cos“6+1

El segundo término de la expresion 53 puede ser interpretado como la velocidad angular
relativa de la induccién con respecto al radio vector que une el centro de la tierra con el punto

de la érbita en cuestion.

A la expresion 53 podemos referirla al sistema cartesiano XZ haciendo:

93=6+9O°
0=0g — 90° 54
é:és

cos 6 =coy0g — 90°) = cos O cos 90°+sen Og sen 90°=sen Og

10



205

g =0g + ———>——— 55
3sen® 0 +1
Para analizar la velocidad relativa hacemos:
. . 20
Abgs =0 —0g = ——>— 57
3sen“ 6 +1

Para graficar la funcién calcularemos algunos valores particulares.

0=0° = ABgs = 20g (méximo)
0 =90° = ABgs =05 /2 (minimo)
0 =180° = ABgs =205 (méximo)
0 =270° = ABgg =05 /2 (minimo)

Podemos analizar también que valor de 85 hace que ABgg = O
3sen® O +1=2
sen B4 =12

0, = 35265°

Los valores encontrados quedan manifestados en el grafico de la Figura 7.
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3.3. LA SOLUCION EN EL ESPACIO
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Conservando el objetivo de la generacion de un modelo matematico ideal de la induccion
magnética terrestre libre de perturbaciones, analizaremos en este punto el caso mas general.

Dentro del mismo se considerara:

¢ Lainclinacion del dipolo magnético terrestre con respecto al eje geopolar sin tener en
cuenta su desplazamiento con respecto al centro de la tierra.
e Lainclinacion del plano de la 6rbita la que, ademas, serd supuesta estacionaria.
e Larotacion de la Tierra
El estudio de este caso nos obliga a definir una nueva terna inercial ligada a la 6rbita, la que
sera obtenida mediante la rotacién de la terna inercial referida a la Tierra un angulo 6 (que

llamaremos de aqui en mas angulo de oOrbita) realizada alrededor de X. Esta nueva terna sera

designada por: X,,Y,,Z,.

La figura 8 muestra la disposicién del dipolo y sus proyecciones en una posicién genérica. En
la misma podemaos apreciar al dipolo C inclinado un angulo i con respecto a Z habiendo girado

el plano meridional que lo contiene un angulo ot con respecto al eje X producto de la rotacion

terrestre alrededor del eje geopolar Z.

Del analisis de la figura surge que las distintas proyecciones del dipolo en la terna inercial

terrestre son:
Cyxy =Cseni : contenida en el plano ecuatorial
de la que se desprenden:

Cx =Cxycos ar=—Csen i cos ot
Cy =Cxysen ar=-Csenisenart 57
C, =—Ccos i

12
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Para referir las proyecciones a la terna inercial orbital es suficiente considerar la rotacion +0
alrededor de X=X, con lo que resulta:
Cx, =Cx

Cy, =Cycos 8, +Czsen 6, 58

Cz,=Czcos 6, -Cysen 0,

A partir de aqui usaremos el principio de superposicion de los efectos. Esto es, cada uno de los
dipolos encontrados mediante la ecuacion 58 generara un campo en cada uno de los ejes de la

terna inercial orbital.
De este modo definimos las siguientes componentes:

BXOCXO : componente de B en la direccion X, producida por Cy_.

BXOCYO : componente de B en la direccion X, producida por Cy,_ .

BXOCZO : componente de B en la direccion X, producida por Cz .

BYOCXO : componente de B en la direccion Y, producida por Cx0 .

BYOCYO : componente de B en la direccion Y, producida por CY0 :

13



BYOCZQ : componente de B en la direccion Y,, producida por Cz .
BZOCXO : componente de B en la direccion Z, producida por Cy_.
BZOCYO : componente de B en la direccion Z, producida por Cy .
BZoCZO : componente de B en la direccion Z, producida por Cz .

Las proyecciones de las densidades de flujo totales en cada uno de los ejes de la terna inercial

seran obtenidos como:

Bx, = oncx0 + BXOCYO + BXOCZO

BY0 = BYOCXO + BYOCYO + BYOCZO 59

Bz, =Bzcy, TBzcy, tBzc,,
para lo cual se necesita conocer cada una de las 9 componentes mostradas en el sistema de
Ecuaciones 59.
La metodologia que se usara para el analisis de la influencias de los dipolos CxO y CZ0 sera
la misma que se utiliz6 en el caso plano.
También es conveniente notar que el dipolo en la direccion Y,, o sea CY0 , o tiene influencia

en la generacion de densidades segun las direcciones X,y Z,.

Ademas, los dipolos Cx0 y CZO no tienen influencia en la generacion de densidades segun

Y,.

3.3.1. Influencia de las componentes del dipolo en cada una de las componentes de la
densidad.

3.3.1.1. Influenciade Cy_

En forma andloga a la Figura 3 podemos confeccionar la Figura 9

14



Figura 9

Del analisis de dicha Figura se desprende que:

Cx
BXOCXO p— 20

By,cx, =0 60

+ gcxo cos 20g

3
BZOCXO ZECXO sen 295
Reemplazando Cx0 por su igual obtenido del sistema de Ecuaciones 58 queda:
C . 3 .
BXoCxo :—Esen I COS ot +§Csen I COS o COS 204

Bx,Cy, :—%sen i cos ap(1+3cos 20g) 61

La segunda Ecuacion queda:

By,cx, =0 62

Reemplazando CXO por su igual obtenida del sistema de Ecuaciones 58 en la tercera queda:

3 .
BZOCXO :—ECsen I COs a1 sen 20g 63

15



3.3.1.2. Influenciade Cy,

La proyeccion del dipolo segin Y,, o sea Cy_, no produce induccion en los ejes X, y

Z, pero genera una induccion constante en un instante dado y siempre perpendicular
al plano de la 6rbita segun lo muestra la Figura 10.

i Y,

Bv,cy,

Figura 10

Los valores de las proyecciones inducidas son:

BXOCYO = O
BYOCYO =—Cy, 64
BZOCYO = 0

Reemplazando Cy_por su valor obtenido del sistema de ecuaciones 58, el sistema de
Ecuaciones 64 queda:

Bx.cy, =0 65

Bv,c,, = C(sen isen oy cos 6, +cos isen 6,) 66

BZOCYO = 0 67
3.3.1.3. Influenciade Cz_

Haciendo una representacion analoga a la de la figura 9, analizaremos la Figura 11.

16
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De dicha representacion se desprende que:

BXOCZO :gCZO sen 263

By,c,, =0 68

Cz0 3
BZOCZO :T—ECZO Cos 295

Reemplazando CZ0 por su valor obtenido del sistema de ecuaciones 58, la primera Ecuacion

queda:

Bx,c, = —%(—Ccos i cos B, +Csen isenar send,)sen 205

3 . .
Bx,c,, = —EC(sen i senor sen O, — cos i cos 0, )sen 20 69

La segunda Ecuacion queda:
BYOCZO - 0

y la tercera:

Bzc, = %(—CYsen 0, +CzC0s0,)— g(—CYsen 0, + CzC0s 0,4 )cos 205

Bzc, = leen iseno sen g, —%Ccosi cos 0, —ngen Isen ot sen B, cos 204 +

0

+ g Ccosicos6, cos20g

17



Bz,c,, = %(1— 3c0s 205 )sen i sen a. sen O, — %(1— 3cos 20 ) cos i cos 0,

Bz,c,, = %(1— 3c0s 26 )(sen i sen oy sen O, —cos i cos ) 71

3.3.2. Célculo de las componentes de la induccion y su valor absoluto

3.3.2.1. Calculo de By

Con las Ecuaciones 61, 65 y 69 reemplazadas en la primera de las ecuaciones del

sistema 59 resulta:

Bx, =—%(1+ 3cos 20 )sen i cos a.t +0—§C(sen i sen o sen O, —cos i cos 0, )sen 205

Bx, = C[—%(l-i- 3c0s 265 )sen i cos ot —g(sen i sen o sen B, —cos i cos 6,)sen 263} 72

3.3.2.2. Calculo de By,

Con las ecuaciones 62, 66 y 70 reemplazadas en la segunda de las Ecuaciones del sistema 59

obtenemos:

By, =C(sen isen oy cos 6, +cos isen,) 73

3.3.2.3. Calculo de Bz,

Con las ecuaciones 63, 67 y 71 reemplazadas en la tercera de las Ecuaciones del sistema 59

obtenemos:

Bz, :—ngen i COS oL sen 20g +%(l— 3c0os 20 )(sen i sen oy sen O, —cos icos 0,)

Bz, = C[—gsen I cos oy sen 20g + %(1— 3cos 293)(sen I sen o sen B, —cos i cos 60)} 74

3.3.2.4. Valor absoluto de lainduccién

18



El valor absoluto de la induccién se obtiene como:

2 2 2
B= (B} +B% +B2 75

3.3.3. Calculo de las derivadas de las componentes de lainduccidn

Sabiendo que a1 y 05 son el angulo girado por la Tierra y el satélite respectivamente en su

orbita resultard:

d

% =w7 :Velocidad angular de la Tierra.

do

d_ts =0g : Velocidad angular orbital del satélite.

Derivando las Ecuaciones 61, 65 y 69 obtenemos:

dBXOCX0 C _
—g RN [6ws cos oy sen 205 + w1 sen ar(1+3cos 265)] 76
dBXOCY
— =0 77
dt
dBXOCZo 3 .
T:_EC[Sen i sen O,(mw1 COS apsen 20 + 2w COS aT + 205 Sen ot oS 26)
—2mg COS i cos B, cos 204 ]
78
Resultando:
on = BXOCXO + BXOCYO + BXOCZO 79
la derivada de la componente de la induccion en el eje inercial X, .
Derivando las Ecuaciones 62, 66 y 70 obtenemos:
Bro, _ 0 80
dt
dBYoCYo _
T:CcoT sen 1cos ot cos 0, 81
Brcsy _ 0 82
dt
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Resultando:
BYO = BYOCXO + BYOCYO + BYOCZO 83
la derivada de la componente de la induccion en el eje inercial Y, .

Derivando las Ecuaciones 63, 67 y 71 obtenemos:

dBy ¢
d—(’tx":ECsen i (o7sen oy sen 205 — 2wg €Os 205 cos oy ) 84
dBZOCY
——2>=0 85
dt
dBZoCz . .
TOZE[(DT sen i sen O, CoS o (1+ 3cos 295)+ 6w 5 sen 293(sen I sen O, sen ot
—c0s i cos 0, )|
86
Resultando:
Bzo = BZOCXO + BZOCYO + BZOCZO 87

la derivada de la componente de la induccion en el eje inercial Z, .

4. CONCLUSIONES

Como es conocido, el campo magnético terrestre esta influenciado por un sinnimero de
perturbaciones de distintos tipos que le ocasionan una gran cantidad de distorsiones en su
intensidad y direccionalidad. Sin embargo, en el caso particular que nos preocupa, esto es en
la produccion de cuplas amortiguadoras de un cuerpo en 6rbita y no en el control de su actitud,
consideramos que el estudio y las formulaciones aqui obtenidas son suficientemente validas

para el analisis de la dinamica de un pequefio satélite en 6rbita.

Por lo antes mencionado, justificamos plenamente el uso del conjunto de ecuaciones para la

realizacion de las siguientes tareas:

e Simulacion numérica de la dindmica del cuerpo.

e Simulacion fisica de la dinamica del cuerpo.
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