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Resumen

En este trabajo analizamos flujos magnetohidrodinamicos salientes, rotantes, estacionarios,
axisimétricos, en geometria esférica, suponiendo no nula la resistividad del plasma que, por
lo demas, se encuentra congelado a un campo magnético de lineas parcialmente abiertas. La
colimacién del flujo es una condicidn previa, pues de hecho analizamos estructuras generales
que suponemos funcionalmente de variables separadas y con una particular dependencia an-
gular. Se hallan todas las soluciones que autoconsistentemente soportan el flujo, con la casi
exclusiva condicion de que el flujo sea colimado. Se muestra que, dentro de este contexto, la
deflexion de las lineas de campo magnético se asocia a un parametro de curvatura. Se escri-
ben también las ecuaciones de las componentes de la velocidad del flujo y de la distribucion
de masa, cuya dependencia angular muestra que se acumula en el ecuador, precisamente en
la zona sin viento. Se muestra que, a diferencia de los modelos con conductividad infinita,
las isosuperficies de flujo masico no coinciden con las isosuperficies de flujo magnético. Este
trabajo forma parte del proyecto UTN-FRBA/1234 “Deteccion remota y analisis de cambio de
patrones de radiacion medioambientales”

PALABRAS CLAVE: MHD - PLASMAS — RESISTIVIDAD - FLUJO MASICO

Abstract

In this paper we analyze magnetohydrodynamic, rotating, stationary axisymmetric outflows,
in spherical coordinates, assuming finite conductivity of the outflowing plasmas, for all purpo-
ses embedded and freeze in partially open magnetic fields. The field collimation is a previous
condition, because in fact we study general structures that are formally assumed as separated
variables functions and with a given angular dependence. We find all the possible outflowing
solutions, with the only condition of the collimation of the flux. Within this framework, the
magnetic field deflection is related to a curvature parameter. We find also the expressions of
the velocity field components as well as the mass distribution function, which angular depen-
dence shows an equatorial enhancement, precisely in the quiet zone of the wind. We show
that, unlike infinite conductivity models, magnetic flux isosurfaces are not aligned whit mass
flux function isosurfaces. This paper belongs to UTN-FRBA/ 1234 project “Remote detection
and change analysis of environmental radiation patterns.”
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Introduccion

En muchas de las modelizaciones de los diver-
sos fendmenos que estudia la Fisica se invoca
algun particular grupo de simetrias. Las venta-
jas que presentan los fendmenos que pueden
estudiarse de esta forma son muchas, sobre
todo porque suponen una primera integral del
movimiento y, por lo demas, ofrecen en gene-
ral la posibilidad de mantener el problema en
un nivel matematico a la vez riguroso, elegante
y tratable.

En este trabajo estamos interesados en es-
tudiar flujos magnetizados de resistividad no
nula que muestran simetria de rotacion alre-
dedor de un €je, es decir, flujos magnetohidro-
dindmicos axisimétricos, en los que la coorde-
nada ignorable es el angulo azimutal ® (y, en
consecuencia, las ecuaciones de movimiento
no pueden depender de esa coordenada y el
momento angular alrededor del eje polar es
una constante de movimiento).

Tengamos presente que axisimetria no im-
plica necesariamente simetria cilindrica. Una
estrella, por ejemplo, es un objeto autogravi-
tante que a primer orden puede considerarse
simétrico seguin su rotacion alrededor del eje
que pasa por sus polos, es decir, la coorde-
nada azimutal es ignorable, pero claramente
se trata de un objeto “esférico”. Las maquinas
de fusion (tokamaks y spheromaks), asi como
los arcos coronales, los filamentos o los jets
de diferentes objetos astrofisicos, son sistemas
en los que el flujo posee basicamente simetria
cilindrico-anular, es decir, una suerte de cilindro
cerrado en forma de circunferencia. Dejando
de lado por el momento, los tokamaks (en los
que el intenso campo magnético requeri-
do para confinar el plasma es generado por
bobinados externos) el resto de los sistemas
mencionados puede pensarse como configura-
ciones magnetohidrodindamicas en las que las
dos componentes del campo magnético, la po-
loidal y la toroidal, son generadas por las mis-
mas corrientes de plasma via efecto dinamo.
El campo magnético generado se “congela” al
plasma y lo confina, induciendo mas corriente,
que a su vez refuerza el campo magnético.

A escala estelar los plasmas también se “con-
gelan” al campo magnético, lo “estiran” y even-
tualmente rompen las lineas de campo, pero
las rapidas rotaciones marcan una caracteristi-

ca esencial: los flujos se coliman hacia los po-
los, y en esas regiones escapan, provocando
la persistente pérdida de masa de la estrella
y, de esta manera, gobernando sus tiempos
evolutivos.

En esta primera parte del trabajo abordaremos
el problema de los plasmas de resistividad no
nula en coordenadas esféricas. Las configu-
raciones esféricas estan relacionadas con las
envolturas estelares o con las iondsferas de las
atmésferas planetarias, y en este caso nos in-
teresa estudiar la expansion de la atmdsfera
exterior, es decir, los procesos de pérdida de
masa. La primera evidencia observacional de
un proceso de eyeccién de masa en una es-
trella (Deutsch, 1956) movio el interés por los
procesos de escape de flujo en las atmdsferas
de diferentes objetos, entre ellos, naturalmen-
te, el de la atmosfera solar. El viento solar fue
extensamente tratado desde el trabajo clasico
de Parker (1958) que describe la expansion
unidimensional de un fluido (no magnetizado)
con un punto critico que corresponde, en este
caso, a ondas sonicas. Diferentes autores, des-
de entonces, han prestado atencién a los pro-
cesos de eyeccion de masa en objetos de tipo
solar (de la extensisima bibliografia rescatare-
mos aqui apenas los trabajos clasicos y pione-
ros de Lucy y Solomon, 1970; Castor, Abbott
y Klein, 1975; Casinelli, 1979; Sakurai, 1990)
en atmosferas de estrellas de tipo temprano
(Hearn, 1975; Mihalas y Conti, 1980; Friend y
MacGregor,1984; Tsinganos y Trussoni, 1991;
Rotstein y Ferro Fontan, 1995; Rotstein y Gi-
ménez de Castro, 1996; Lima et al, 2001; Sau-
ty et al, 2002; Holzwarth, 2005) en pulsares
(Ray, 1980; Beskin, Gurevich e Istomin, 1986;
Bucciantini, Amato y Del Zanna, 2005; Conto-
poulos, 2007) e incluso en jets extragalacticos
(Chiuderi, Pietrini y Torricelli — Ciamponi,1989;
Corbelli y Torricelli-Ciamponi, 1990; McCarthy
et al, 1997; Dubois y Teyssier, 2010).

Mihalas y Conti (1980) sugirieron desde un
principio que los valores de los campos mag-
néticos estelares capaces de interactuar con el
plasma saliente, y eventualmente gobernar el
flujo, estarian muy por debajo de los valores
necesarios para ser detectados observacional-
mente via efecto Zeeman. Este es un ingre-
diente mas que se agrega a las dificultades
gue plantea el tratamiento tedrico de un viento
magnetizado proveniente de un objeto en ro-
tacion. Tal vez por esta razon, mas alla del
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tratamiento general de Tsinganos (1982) o la
brillante formulacion de Heyvaerts y Norman
(1989, 2003) y su extension relativista (Chiueh,
Li y Begelman, 1991) pocos trabajos tedricos
(Weber y Davies, 1967; Pneumann y Kopp,
1972; Tsinganos, Trussoni y Sauty, 1993; Rots-
tein y Ferro Fontan, 1995,a, b; Preuss et al,
2004) o numéricos (Sakurai, 1990; Vilkoviskij
y Tambovtseva, 1992; Okamoto, 1975 y 2003)
han sido propuestos. De hecho, la gran mayo-
ria de estos trabajos apela al tratamiento de
simetria de rotacion en atmosferas esféricas,
donde se consideran plasmas de conductividad
infinita. La ruptura de la hipotesis de esferici-
dad en los vientos estelares recién aparece en
el modelo computacional numérico de Sakurai
(1990) y en la teoria desarrollada por Rotstein
y Ferro Fontan (1995, b) en la que la hipdte-
sis de oblacidad permite reproducir con mayor
precision la marcha de temperatura en las at-
mosferas de objetos tempranos, transforman-
dolas en atmosferas mas estables cuyo tiempo
de vida medio en secuencia principal, por con-
siguiente, seria mas largo de lo que sugiere el
tratamiento general. Sin embargo, en este tipo
de tratamientos se trabaja siempre con plas-
mas de conductividad infinita, y bien vale la
pena analizar cuales son las consecuencias in-
mediatas que se derivan de abandonar esta hi-
potesis. En primer lugar, y aunque nosotros no
habremos de hacerlo en este trabajo, porque a
la hora de computar la marcha de temperatura
en las atmosferas bajo estudio estamos agre-
gando un fendmeno mas, es decir una fuen-
te mas, por lo que necesariamente habran de
modificarse los mecanismos de intercambio de
calor a lo largo de la regién de expansion del
viento. En segundo lugar, porque en todo caso
se trata de una aproximacion mas confiable a
un modelo mas general de envoltura. Y en ter-
cer lugar, aunque no por ello menos importan-
te, porque el andlisis (como mostraremos en
el desarrollo) permite descartar cierto tipo de
estructuras magnéticas que, sin resistividad,
serian sin embargo aceptables.

En este articulo habremos de concentrarnos
en los flujos axisimétricos con conductividad
finita con simetria esférica, dejando para un
préximo articulo (Rotstein, 2011b) la axisime-
tria en coordenadas cilindricas. Para ello, en la
siguiente seccion presentamos la formulacion
del problema, luego abordamos el tratamiento
matematico mientras que dejamos para el final
el andlisis de las implicaciones de esta formula-

cion y la discusion de sus resultados.
Tratamiento general

Las ecuaciones magnetohidrodinamicas que
gobiernan la evolucion estacionaria de fluidos
de conductividad ¢ (o, equivalentemente, re-
sistividad n), compresibles, magnetizados, sin
viscosidad, en presencia de un campo gravi-
tatorio, independientemente de la geometria
propia del fendmeno, se escriben como

NV-B=0
2)V:-pr=20

Y Ux(wxB —7j) =0
¥

1
pv-Viv=-VP+ .u—(FxB)xB -pge,
0

donde, como es habitual, p representa la densi-
dad volumétrica de masa, vel campo de veloci-
dades, B el campo de induccion magnética, g la
aceleracion gravitatoria generada por una fuen-
te externa, P representa la presion del fluido y
n=1/ & la resistividad intrinseca del plasma.

Eventualmente, las ecuaciones (1)-(4) se cie-
rran con una ecuacién de balance termodina-
mico, que no hemos incluido porque la dis-
tribucion de fuentes de calor que de manera
consistente cierra el sistema de ecuaciones
MHD no forma parte de este estudio.

Es facil ver que en coordenadas esféricas, con
simetria axial, el flujo magnético y el flujo ma-
sico, representados por las expresiones (1) y
(2), pueden escribirse en las formas

5)

1
B = m ?A(T,EJXEG + E.ﬂ, €p

6)

1
po=_—— >3 Vi(r,0)Xey + pry €,

donde hemos introducido la funcién de flujo
magnético A(r,8) (la simetria de rotacion, esto
es, en la coordenada @, lleva a que la funcion
A sdlo dependa de las coordenadas r y 6) que
gobierna la existencia de superficies de flujo
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magnético, y la funcion de flujo masico w(r,8)
con un significado funcional similar al flujo
magnético. Obsérvese que la funcion de flujo
magnético A(r, 8) es constante sobre cada su-
perficie de flujo (o sea, define las isosuperficies
de flujo magnético) y describe el flujo poloidal
entre las diferentes superficies.

En general, la eleccion de la funcién de flu-
jo magnético se realiza en funcion de la es-
tructura magnética que se desea obtener. Por
ejemplo, los campos magnéticos de estructu-
ras esféricas tales como estrellas o planetas
son globalmente dipolares, colimados por el
arrastre del plasma congelado al campo (o el
campo congelado al plasma, como se prefiera).
El mismo campo magnético terrestre es muy
aproximadamente dipolar, pero se ve “achata-
do” en el frente y alargado en la parte posterior
debido a su interaccion con el viento solar. Lo
usual, entonces, es elegir la funcion flujo mag-
nético en la forma

7) A(r,8) = W(r) sen*6

que, ademas de su sencillez, posee la enorme
virtud de separar variables, y a partir de las
ecuaciones (5) y (7) escribir las componentes
poloidales del campo magnético en las formas

8)5- 1 oA_w
"= rZsenf 36 12 °°°

9)5_ 1 0A_ W
6= " rsemg or 1 o0

donde hemos indicado la derivacién en la di-
reccion radial primando la funcion W (r). La co-
rrecta modelizacion de la estructura magnética
pertinente depende ahora de la eleccion de la
funcion W (r). Por ejemplo, la eleccion

10 W) =w, G +a+bin(_))

To

donde W, A, a, y b son constantes y r, una
distancia particular introducida para adimen-
sionalizar la distancia radial, genera configura-
ciones gue simulan las estructuras magnéticas
estelares tipicas de flujos salientes colimados,
es decir, vientos colimados (una discusion de-
tallada al respecto puede hallarse en Heyvaerts

y Norman, 1989; Tsinganos y Trussoni, 1991).
Obsérvese que la forma (10) genera un campo
magnético poloidal cuyas componentes adop-
tan las formas

11
' w2 r
B, = — (—+a+b1n(—))casﬁ'
r2 \r Ta
12)
W, /4
Bﬁ-,:—z(——b)senﬁ'
rZ \r

en las que el término asociado a la constante A
es el dipolar, superpuesto a un campo potencial
radial (asociado al coeficiente a) en tanto que
el factor b representa el término de colimacion
polar. Las formas (11) y (12) pueden redefi-
nirse respecto a la distancia radial definiendo
la distancia adimensionalizada x= r/r,, en cuyo
caso las dos Ultimas expresiones resultan

117)
2W, ¢ A
= 2(—+a+b1n(xj)cusﬁ
xXiry \xry
127) W, 4
By = 22(—+b)sen9
xiry \xry

Rotstein y Ferro Fontan, (1995, a), reemplazan
los ultimos dos términos de la expresion (11")
por uno Unico de la forma kxq, 0<q<2. En
este caso se gana en sencillez y simetria, y las
ecuaciones de las lineas de campo

13) dr df
— = —

B, B,

en las condiciones de las expresiones (8) y (9)
conducen a la forma

r

d W-Z 6 dé
—dx - = cotg

14)

Para W = Wy (Mrox +kx9%) la expresién de
las lineas de campo resulta en la ecuacion

€
15)  —— qkx*

X =

T dx = 2 cotg 6 df
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Fig. 1. Lineas de campo magnético colimado hacia el polo de un objeto esféricamente
simétrico central (obsérvese que en este caso r, es el radio del objeto) en términos de
la ecuacion (15). En el caso (a) se ha tomado €=2, k=q=1; el caso (b) corresponde a

=2, k=1,q=1,5

donde hemos definido la cantidad adimensio-
nal e= Mr,. En la fig. 1 mostramos para ulterior
comparacion las estructuras colimadas que se
obtienen con la expresion (15) para diferentes
valores de los parametros involucrados.

En todos los casos a los que estamos haciendo
referencia el campo magnético se modeliza e
impone a priori y las ecuaciones magnetohi-
drodindmicas se cierran autoconsistentemente
con un conjunto minimo de hipétesis adiciona-
les, como por ejemplo, que la conductividad
del plasma es infinita. En este trabajo hemos
de operar al revés, esto es, hemos de asumir
que el plasma tiene resistividad no nula y bus-
caremos la forma funcional de la funcidon Wr
que cierra autoconsistentemente el problema,
con una inevitable condicion de contorno: el
campo poloidal debe estar colimado.

Desarrollemos la expresion (3). Dado que la

densidad de corriente se escribe como
16) ] _ VxB _
Hy

1 1
—WVx (— VA(r,z)xe, + B )
U T senfl (r, 2)%eg o €o

podemos escribir las tres componentes de la
densidad de corriente en la forma

17) j. = ! g B 7,

- ﬂﬁ'( s sen6)
| 1 0

18) }9—_#.T§(TB¢)

18 0B
19)jﬂ_ﬂﬂr [ar.(r EJ- aﬂ]

Definamos ahora las cantidades

zo)ﬁ_:xﬂmsenﬂ

To
w
21)W=r_c§
22) iz li
dr 1, Ox

Es facil ver que en términos de estas cantida-
des las ecuaciones (17) — (19) resultan

aB

- UyX? senf a6

w, 1 OB
Jo = T xsend ox

23) . 1

T
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25) 1
Jo = HoTpX

donde ahora la derivacion se efectlia respec-
to a la distancia adimensionalizada x. Regre-
semos a la expresion (3) para escribirla en la
forma

26) VXB—1j=V0

[— —W"7|sen@f

Parece inmediato que es lo mismo que escribir

2)n(j-B)+B-V8 = 0

28) @(x,8) = F(x)cos#@
en cuyo caso la ecuacion (27) se desarrolla

como

20y 1
Mo

dp /o8 2Wcoso N
x? senf x2

g’ W'senf B 2W
—[ - W”) +
x senf X x2 | x2

ZWF' 2WF'
cos*8 +

_I_

Definamos ahora una forma funcional para
la funcion B (x, ©). Parece razonable pensar
que la componente toroidal del campo mag-
nético varie como sen 8, de manera tal que
asumiremos

30) B(x,8) = B,.(x) sen’d

A partir de esta hipotesis, parece evidente que
la identidad (29) pasa a ser

31 4W ’W’
)i—ﬁr cos? !53'+'8 sen’f
Ho | x*
B, (2W
+ —2(— W”)sen 7]
X
ZWF' 2w
+ cos’8 + sen =0

Ahora bien, las identidades trigonométricas

1
32) cos?f = ) (1+ cos26)

1
33) sen®f = E(l — cos26)

nos permiten separar la ecuacion (31) en dos
formas similares, a saber

34 4w 2ZWF "W’
N[ B+ ]_ n(EW
iy X* x2 Uy \  x?

B, [2W , W'F
x—z(x—z‘“" ) Y
n 4w ZWF'] n(BW'
— — +
“ﬂn x* bt x? " Ho\ x?

B, (2W e W'F
::cz(x2 ) +x—2 =4

}c0529+

Parece evidente que la Unica manera de satis-
facer el desarrollo (34) es que cada uno de los
corchetes dentro de cada llave se anule por
separado, pues de otro modo no podrian ser
ambas llaves nulas. Esto significa que obtene-
mos formalmente las relaciones

n 2B

35) F'=—
Uy x?

36) n

WF=0

La expresion (35) conduce a una primera in-
tegral de la funcion de potencial eléctrico, a

saber
37) F = __7? 'Gr

Ky

en tanto que la expresion (36) lleva a la forma

—dx+C

)E—ﬂ[ﬁ’r+ﬁrf(W)J+F=ﬂ
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donde hemos definido la funcién f(W) como

39) 2W

=T WFF

_ x°

Podemos resolver formalmente la expresion
(36) derivandola respecto a la variable x y uti-
lizando la identidad (35) para el potencial F(x).
Al cabo de un algebra decididamente sencilla
obtenemos

40)
B+ B, W) +
My

2
By -1 2=

By X?

gue puede escribirse en la forma mas compacta
B+ B fFW)+

2 [
B |fom+5| =0

Obsérvese que todavia no disponemos de la
forma funcional de W(x), y de hecho sdlo po-
dremos obtener alguna forma si realizamos al-
guna hipétesis adicional sobre la funcién B(x)
para resolver la ecuacion (41), algo que hare-
mos en la proxima seccidn.

41)

Campos resistivos sin componente
toroidal de la fuerza de Lorentz

Que la componente toroidal de la fuerza de Lo-
rentz se anule significa

) (jXB)y = jrBg —jeB, =0

expresion esta que a partir de las ecuaciones
(8), (9), (23) y (24) puede escribirse sucinta-
mente como

g oA opoa

=0= [BA|=0
d8 dx dxade [B, Al

Dado que hemos adoptado las formas funcio-
nales A= W(r) sen’0 y B=[ sen’0, parece evi-
dente que la ecuacién (43) impone la condicidn

) B,(x,6) = by W(x)

Por lo demas, la ecuacion (41) impone un vin-
culo formal entre las funciones Bry W(x), de
manera tal que la funcion W(x) debe verificar
la expresion

a5y W'+ W' F(W) +

2 [
w [f{W) + ;] =0
0, lo que es 10 mismo

46) W' + [Wf(W)]’—xz—EW =0

La ecuacion (46) desarrollada resulta en la
forma

ay WEW)+ W /(W) =

2
—W-w"
x2

Pero la ecuacion (39) de fine la relacion entre
f(W)yw 5
48) er(WJ = x—gw - W

de manera tal que debe cumplirse
PWFW)=0 =fW)=m

(m = constante; [m]=1/r)

y la ecuacion para W(x) resulta

50) 2W

W'+mW' ——- =0
X

Para hallar la solucion de W(x) proponemos

°D W(x) = Z a, x"*°

nz0

de manera tal que después de pocos pasos
rutinarios la ecuacion (50) puede llevarse a la
forma
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34

52)

Z{n+s)(n+s— Da,x"* +
T

mZ(n +5s)a, x"t —

nzo

ZZ a,x" =0

nzl

Obsérvese ahora que el término central puede
cambiarse en la forma

) mZ(n+s)anx“+s+1 =

nzog
mZ(n +s—1)a,_,x"*°
nzl

54)

Z(n+s){n+s—1}an +

mZ(n+s— 1)a,_; —

n=1l

2) a

nz=0

Iﬂ+5 — ﬂ

Es evidente que el polinomio indicial para n=0
resulta en la ecuacién

55) [s(s = 1) = 2]a, =0

que naturalmente lleva a los resultados
s,=—lys,=2.

Solucioén con s = —1

El término general a_ resulta de resolver la
ecuacion

56) Z[(n— D(n-2)-2]a, +

nzo

mY (m—2)a,, =0

nzl

Por simple inspeccion resulta evidente que a,
es arbitrario, a,=—may /2 y que a, es nulo.
Luego, a, también es arbitrario y un algebra
mas bien tediosa lleva a la forma del término
general en funcion de a,

57)
a, = [(—1)"“ 3!

n!

(n—2) m“‘3]
s

n=3

En consecuencia, la solucién W (x) resulta

58)

W, (x) = %{an (1—?) +

n+l 3! mn—3 n
'Z(—U (n—2) — 75— asx

n=3

Esta ultima ecuacion puede llevarse a una for-
ma mas practica abriendo la sumatoria en las
dos sumas que involucra el paréntesis (n—2)

P W (x) = {i—“’ (1 —?) +

3; ﬂ:; ( 1Jn+1 mm xn B
3 n—1!
=
(_1Jn+1 mn
2 Z 3 X
m n!
n=3
60) _ % o mxy | 3lag
Wi(x) = — (1 2) .
x n—-1
_ __qyn—1 n-—1
(mz ZS( 1) —T X ) +
2 . mt
+ E ZS(—].J nl x

Ahora parece evidente que las sumas que apa-
recen en la ecuacion (60) son exponenciales
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61)

n—i

Z( l)n 1 1)1 n—l

nz3

—1+mx+e ™

62) n mn n
Z{—l) ?I = =14

ne3
mix?
2

de manera tal que la primera solucién para
W(x) resulta

mx — +e M

63)W(x}—a— (1—?)+
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Solucion con s = 2
La ecuacion a resolver es

DY [+ D@ +2)-2]b, +

mZ(rH— )b, , =
nzl

en la que se observa de manera inmediata que
el término b, es arbitrario y que el término ge-
neral resulta

65) L 3lm+1)
b, =(-1) mm by

de manera tal que la solucién W2, después de
algunos pasos rutinarios, se escribe como

66)

E—mx
W, (x) = 31 byx? [mzxz (1 +

2)+ 1 2
mx mix2 m3x3]

Luego de algunas pocas y sencillas operacio-
nes, la soluciéon general buscada puede llevar-
se a la forma

) W(x) = Wi (x) + W, (x) =

(1=

—mx 2
Age @*EF 2
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0, Mas sucintamente aln
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68) W(x) = Aje™™* (1 + —) +

mx
4 (-3)
\2 «x

con

3!
0 4y = —(as +by)
69.b A

Es facil comprobar que el campo (68) verifica
la ecuacién diferencial (50). Algunas soluciones
son inmediatas, no todas fisicamente acepta-
bles en este contexto. Por ejemplo, si m=0 en
la ecuacion (50), el polinomio indicial es nue-
vamente el de la ecuacién (55), pero ahora
la funcién W(x) es inmediata y resulta en las
componentes poloidales de las ecuaciones (11)
y (12) con b=0, o sea, reobtenemos el campo
globalmente dipolar superpuesto a un campo
potencial que varia como x~2 propuesto por
Low y Tsinganos (1986). Esta situacion puede
también pensarse como el caso extremo q=2
en las ecuaciones (11" y (12") y que resulta en
campos colimados como los de la figura 1(b).

El caso A,=0 (la expresion (69.b) muestra que
siempre es posible tal eleccién) conduce a li-
neas de campo colimadas en el caso m<0 y de-
flectadas al ecuador (cerradas sobre la region
sin viento) si m>0. Pero el primer caso, que
es el Unico que muestra algun interés tedrico,
lleva a componentes poloidales del campo que
crecen sin limite, una situacion verdaderamen-
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te inaceptable. Luego, parece razonable que la
solucion general, numérica, sea de interés y
fisicamente plausible en el caso de ecuaciones
completas con m>0. Para hallar estas solucio-
nes, obsérvese que la ecuacion de las lineas de
campo, que ya escribimos en la ecuacion (13),

0 dx  de
B.~ B,

para la forma W(x) dada por la ecuacion (68) y
teniendo en cuenta las formas generales de las
componentes del campo

2W
B, = I—Z{:nst’:}
WF
By = ——sen#d
x

resulta en la ecuacion

71)

2 2 —mx
mé4, (1 + pr— + (mx}z) e

en la que ya hemos integrado la parte an-
gular. En la fig. 2 mostramos algunos resul-
tados de la integracion de la ecuacion (71).
En los primeros tres casos hemos tomado
A0=A1=1 a los efectos de analizar sélo el
rol del parametro m en la colimacion del
viento. Es notable que para m=0.5 las li-
neas no coliman sino que, por el contra-
rio, tienden a cerrarse sobre el ecuador,
en tanto que para m=1 la tendencia a la
colimacioén es evidente. Téngase en cuenta
que hemos simplificado la tarea tomando
las dos constantes arbitrarias iguales a la
unidad, aunque, por su caracter arbitrario,
hay tantos como se deseen. Ya hemos di-
cho que el caso A =0 lleva a soluciones fi-
sicamente inaceptables, y es facil ver que
si tomamos A, =0 la ecuacién (71) (que en
tal caso puede integrarse facil y analitica-
mente) conduce inmediatamente a las so-
luciones que mostramos en la fig. 2(d). La
Unica condicién es que las lineas conecten
al objeto central en la base del viento, de
manera tal que debe ser m>2.

4

_F

dx =Insin?8 4+ C

SRy a D

mx

1 2 3 4

(a:} Ag=A=m=1

en
o

1 2 3 4

(b) Ac=A4=1; m=2

n
==

Fig. 2. (inicio) Lineas de campo magnético que surgen de la ecuacion (71).

PROYECCIONES - Publicacion de investigacion y posgrado de la Facultad Regional Buenos Aires




N

1 2 3 4

(c) Ap=As=1; m=0.5

&
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(d) Ac=0; A=1;, m=3

4
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Fig. 2. (continuacion) Lineas de campo magnético que surgen de la ecuacion (71) para
diferentes valores del parametro m y de los coeficientes AO y Al. Parece evidente que
para 0<m<1 las lineas de campo no coliman (figura c), en tanto que la tendencia a la
colimacion para m=1 pareciera agudizarse con el incremento del parametro m.

Analisis y conclusiones

En este articulo hemos analizado el flujo estacio-
nario de fluidos magnetizados con conductividad
finita. Para ello, hemos escrito las ecuaciones
completas y hemos hallado la forma de las es-
tructuras magnéticas que autoconsistentemente
soportan ese flujo. En este punto vale la pena
detenerse para hacer un par de comentarios.
En primer lugar, si bien las soluciones admiten
curvaturas arbitrarias, las Unicas admisibles son
aquellas en las que el parametro m es positivo,
pues de otra manera produce estructuras mag-
néticas poloidales divergentes. Mas aun, este
parametro parece tener un valor limite (de he-
cho, cercano a la unidad) por debajo del cual no
provoca flujos polares abiertos y salientes sino
que el flujo se cierra en la zona ecuatorial. Por
el otro lado, es necesario notar que aunque las
soluciones tipo viento halladas dependen de sélo
dos constantes arbitrarias (ademas del parame-
tro de curvatura, m) estas constantes admiten
en principio un ndmero ilimitado de combina-
ciones posibles, no todas resolubles, no todas
aceptables. En tal sentido basta escribir las
ecuaciones que definen a las variables del flujo
que no hemos considerado hasta aqui, a saber,
las componentes de la velocidad del viento y la
distribucion de masa en el flujo.

Para hacerlo, notemos que de la ecuacion (2)
de conservacion de la masa se deduce de ma-
nera inmediata

) L __ow/a
T px2send

V(pv) =0 = pawax
ve =~ pxsent

Por su lado, la componente azimutal de la
ecuacion (3) conduce naturalmente a una re-
lacién definida entre la velocidad y el campo
poloidales y la componente toroidal de la co-
rriente en la forma

73) vrBS' _FEET = ?”EI

En la ecuacion (19) hemos establecido el valor
de jp en términos del campo B, de manera tal
que combinado las expresiones (8), (9), (19),
(72) y (73) obtenemos

0p/06  dyp/ox 2W

74 =
)ﬂxzsenﬂ pxsenf W'x

cotg 8 +

a(x)
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donde hemos introducido la funcion a(x) defi-
nida en la forma

Jo

) a(x) = ng-= 0 fW)

con f(W) definida en la ecuacion (39). Ahora
bien, si reordenamos la ecuacion (74) pode-
mos expresar la densidad de masa en la forma

1 )

70p(x,6) = a(x) x 2senf 199
a 2W s
dx W' cotg ]

Parece evidente la conveniencia de que la fun-
cion de flujo masico dependa del angulo polar
como sen26, de la misma manera en que lo
hace la funcion de flujo magnético. Sin em-
bargo, podemos ver rapidamente que ahora
las isosuperficies de flujo y de masa no estan
alineadas como en el caso de conductividad
infinita (para un analisis completo de esta ali-
neacion véase, por ejemplo, Tsinganos 1982).
Y por supuesto, las constantes de la funcion
W(x) ya no pueden ser absolutamente libres
porque podrian provocar densidades de masa
negativas.

Prestemos ahora atencion a las componentes
de la velocidad. La componente azimutal de la
ecuacion (4) se escribe como

77) 6u¢,

Vg L Eha;, t;l'.-‘r
Plvr 5, mal

+——+—

00 vt

Vg mtgﬁ)] = %[(E’xﬂ)xﬂ]ﬁ

que en términos de las expresiones (17) a (19)
de las componentes de la corriente, las compo-
nentes (72) de las velocidades y la expresion
(76) de la densidad masica puede escribirse
sucintamente como

78)

[(d, _—[ﬁA]

donde la cantidad w se define como
") w = xv,senf

y hemos utilizado la notacion

80) dGOH 0GOH
[G: H] _____

Con la notacion introducida, y teniendo en
mente la expresion (78), es facil ver que si aho-
ra usamos la ecuacion (73) podemos escribir

81) [, A] = njypx’send

que solo se anula en el caso n=0, con lo cual
queda demostrado que las isosuperficies de
flujo magnético y flujo masico, en este caso,
no coinciden.

No hemos discutido la energética del flujo por-
que centramos el interés en las estructuras que
sostienen el viento. Obsérvese que desde esta
perspectiva hemos establecido la topologia de
los “canales” de flujo sin pretender analizar los
mecanismos que lo gobiernan. Sin embargo,
no esta de mas recalcar que en este contexto la
energética del viento podria estar cogoberna-
da por la estructura del campo, pues de hecho
tendriamos que incluir disipacion resistiva en
las ecuaciones de energia. Ni falta hace decirlo,
toda modificacion de la estructura de campo
magnético modifica la dinamica del flujo.

Asimismo, es necesario recordar que en este
contexto la estructura magnética depende de
demasiadas constantes que no hemos anula-
do sino resumido en otras dos mas sencillas.
A pesar de estas dificultades, queda claro que
el campo hallado es importante en si mismo
y por derecho propio, en primer lugar porque
introduce por vez primera una manera de tra-
tar plasmas de resistividad no nula y en segun-
do lugar porque, en lineas generales, indica la
forma funcional de las estructuras magnéticas
que debemos esperar dentro de esta modeliza-
cion de flujos. Desde ya, nuevos esfuerzos se-
ran necesarios para tratar las partes que aqui
no hemos discutido y, por otro lado, introducir
nuevas geometrias.
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