/C-lf‘ATERNIONES |

/
VISUALIZACION DE ROTACIONES

! DE CUERBbs RIGIDOS




e e 0 0
GIDMA

Grupo de I estigacién y Des.
eeeeee }caAphcad

CUATERNIONES
VISUALIZACION DE ROTACIONES DE CUERPOS RIGIDOS

Walter J. D. Cova

FACULTAD REGIONAL CORDOBA

Grupo de Investigacion y Desarrollo en Mecanica Aplicada

* UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL

Diciembre de 2019



Cova, Walter José Domingo
Cuaterniones : visualizacion de rotaciones de cuerpos rigidos / Walter José Domingo Cova ;

editado por Fernando Cejas. - 1a ed . - Ciudad Autdnoma de Buenos Aires : edUTecNe, 2020.

Libro digital, PDF

Archivo Digital: descarga y online
ISBN 978-987-4998-45-3

1. Mecanica. 2. Estudios. I. Cejas, Fernando, ed. Il. Titulo.

CDD 621.8

Disefio de interior y tapa: Fernando Cejas
Las imagenes de la tapa y contratapa fueron inspiradas de "éQué son los cuaterniones y codmo los visualizas? Una historia de

cuatro dimensiones." https://www.youtube.com/watch?v=d4EgbgTm0Bg&feature=youtu.be

/ Ogﬁos

UON-UTN

1948 2018

Universidad Tecn(i’)gica Nacional
FACULTAD REGIONAL'CORDOBA

edUTecNe

Universidad Tecnoldgica Nacional — Republica Argentina
Rector: Ing. Hector Eduardo Aiassa

Vicerrector: Ing. Haroldo Avetta
Secretaria Académica: Ing. Liliana Raquel Cuenca Pletsch

Universidad Tecnoldgica Nacional — Facultad Regional Cordoba

Decano: Ing. Rubén Soro
Vicedecano: Ing. Jorge Abet

edUTecNe - Editorial de la Universidad Tecnoldgica Nacional

Coordinador General a cargo: Fernando H. Cejas
Area de edicién y publicacién: Carlos Busqued
Director Coleccidn Energias Renovables, Uso Racional de Energia, Ambiente:

Dr. Jaime Moragues.

http.//www.edutecne.utn.edu.ar

edutecne@utn.edu.ar

Queda hecho el depésito que marca la Ley N2 11.723 ISBN 978-987-4998-45-3
© edUTecNe, 2020
Sarmiento 440, Piso 6 (C1041AAlJ)
Buenos Aires, Republica Argentina
Publicado Argentina — Published in Argentina
91789874 453

[@Iesiel

Reservados todos los derechos. No se permite la reproduccion total o parcial de esta obra, ni su incorporaciéon a un
sistema informatico, ni su transmision en cualquier forma o por cualquier medio (electrénico, mecanico, fotocopia,
grabacidn u otros) sin autorizacién previa y por escrito de los titulares del copyright. La infraccion de dichos derechos

puede constituir un delito contra la propiedad intelectual.


https://www.youtube.com/watch?v=d4EgbgTm0Bg&feature=youtu.be%20

PROLOGO

El objeto de estas notas es proporcionar a los interesados la posibilidad de acceder
con soltura a las facilidades que brindan los cuaterniones para representar la orientacién de
cuerpos rigidos en el espacio, incluyendo la visualizacion de sus rotaciones mediante un
procedimiento sencillo de animacion.

Desde un punto de vista exclusivamente matematico, los cuaterniones forman un
algebra cuatridimensional normada con division sobre los numeros reales y se afirma
que, historicamente, los cuaterniones fueron la primer algebra con division no
conmutativa en ser descubierta. Dado que nuestro interés se enfoca en la representacién de
rotaciones en el espacio tridimensional, se ha optado por limitar a un minimo el
contenido dedicado a la teoria de cuaterniones, poniendo el acento mas en la
plausibilidad fisico-geomeétrica que sobre el rigor formal, puesto que el objetivo
perseguido es primordialmente aplicativo. Por ello, en la primera seccién de este
tutorial se expone una apretada sintesis tedrico-conceptual que puede ser obviada por
el lector experto.

La segunda seccion esta dedicada a presentar —mediante ejemplos de simulacién- la
utilizacion préactica de cuaterniones para visualizar la actitud angular y representar
los cambios de orientacién de un cuerpo rigido, libre de girar alrededor de su centro
de gravedad. Los ejemplos se desarrollan en un entorno Matlab® — Simulink® y se
expone un procedimiento de animaciéon, acompafidndose la  programacion
correspondiente. Unas breves observaciones finales cierran el escrito.

Se incluye el enlace a un repositorio digital que contiene los archivos de simulacion
y visualizacion, para ser usados por parte del lector interesado.

El presente trabajo se integra en las actividades del Proyecto de 1+D Cddigo
UTN: AMUTNCOO0004549 — Desarrollo Preliminar de Actuadores de Altas Prestaciones
para el Control del Vector Empuje de la Primera Etapa de un Vehiculo Lanzador,
ejecutado en Grupo de Investigacion y Desarrollo en Mecanica Aplicada (GIDMA) de
UTN - Facultad Regional Coérdoba.

Walter J. D. Cova
Cordoba, Diciembre de 2019
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1. ROTACIONES: MATRICES Y CUATERNIONES

Por lo que se refiere a los aspectos algebraicos, seguiremos principalmente el texto
Quaternions and Rotation Sequences — A Primer with Applications to Orbits, Aerospace,
and Virtual Reality (Kuipers, 1999), de donde también se han adaptado varias figuras.

1.1 Matriz de rotacion - propiedades

La rotacion de un cuerpo alrededor de un punto fijo, se representa usualmente empleando

matrices de rotacion. Sea la secuencia de rotaciones de la Fig. 1:

ALY eje de rot. angulo girado
Z3
Z,=2, v X, =X, Y, ->Y,
Y, =Y, 9 Z,>7Z, X,—>X,
X, =X, @ Y,>Y, Z,-2Z,
\
> YZ:Yg
Figura 1. Rotaciones sucesivas.
La matriz asociada con la rotacion y alrededor de Z; esta dada por
cosy siny O
;|
R, =|—siny cosy 0 1)
0 0 1
con la rotaciéon S alrededor de Y se asocia la matriz
cos$ 0 -sing
RI=| 0 1 0 2
sin¢ 0 cosd
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finalmente, la rotacion ¢ alrededor de X3 se describe mediante:

1 0 0
R,=|0 cosp sing (3)
0 -sing cose

Las tres matrices R’, Ry YR’ poseen determinante unitario (+1) y, por otra parte, cada

una de ellas es ortogonal (pues el producto de cada matriz por su respectiva transpuesta es
la matriz unidad, lo que significa ademas que la inversa es igual a la transpuesta).

Las tres rotaciones sucesivas pueden representarse por una Unica matriz de rotacion R

1 0 0 |lcosg 0 -sind|l cosy siny O
R=R’RJR; =0 cosp sinp| 0 1 0 —siny cosy O
0 -sing cose|/sing 0 cosd 0 0 1
(4)
COSy C0S 9 siny cos —-sin g

R =| (cosysindsing —siny cosg) (sinysingsing +cosy cosg) cosgsing
(cosysindcosg +sinysing) (sinysingcosg —cosysing) cosIcosp

Asimismo, la matriz de rotacion compuesta R es ortogonal y tiene determinante +1.

Incidentalmente se debe notar que la secuencia de rotaciones ejemplificada corresponde a la
secuencia aeroespacial de angulos de Euler:  rumbo o guifiada (yaw), 4 elevacion o
cabeceo (pitch) y ¢ inclinacion o rolido (bank / roll).

&
S

Figura 2. Terna aeroespacial standard.

Matriz de rotacion generica

Para que una matriz A corresponda a una rotacion, debe ser ortogonal, y su determinante ha
de ser igual a +1.
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Supongamos inicialmente que A represente una rotacion. Como el producto escalar de dos
vectores cualesquiera vy y v, es independiente del sistema de coordenadas y es por lo tanto
invariante bajo la rotacién, se debe cumplir:

Vo 3
.
Producto escalar ViV, =iV, =V Vi V][ Vo [= D ViV
k=1
V23

Invariancia bajo la rotacién A — (Av,)' (Av,)=V]v,

operando: v; A" Av, -V, v, =0
vi (ATA-1)v, =0 (5)
ATA-1=0 = AA=I
en consecuencia, toda matriz de rotacion es necesariamente ortogonal y su transpuesta es

igual a su inversa.

Se sabe que para toda matriz vale det(A)= det(AT) y que el determinante de un producto

de matrices es igual al producto de los determinantes individuales.
En consecuencia: det(A”)=det(A" )det(A)=det(A"A)=det(l)=1

luego det(A)=+1 o bien det(A)=—-1. Obsérvese que la rotacién de un sistema de

coordenadas alrededor de cualquier eje, conserva la quiralidad del sistema. Es decir que la
rotacion de una terna de mano derecha produce una terna que es también dextrégira. Por lo
tanto debe ser det(A) =+1.

Por ejemplo, la matriz B definida por
10 O Z,

B=/0 1 0

0 0 -1

Figura 3. La transformacién B.
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no es una matriz de rotacion sino una reflexion en el plano XY, que conserva los valores de
las coordenadas x ey, pero transforma z en —z. Nétese que B convierte una terna de mano
derecha en una terna de mano izquierda; se comprueba ademas que det(B) =-1.

Autovalores y autovectores de una matriz de rotacion

El concepto de autovector corresponde a vector propio. Matematicamente la expresion
Av =Av significa que una matriz real A no singular transforma a un cierto vector v en
un maltiplo de si mismo; en este caso el escalar A se denomina autovalor y el vector v es

el autovector de A. La ecuacion [A—M]v:O posee una solucion trivial, carente de
interés, v=0. Las soluciones no triviales deben satisfacer la ecuacion matricial
[A—;tl]:O. Como el determinante de una matriz nula es cero, entonces ha de ser
det[A—/II]:O (ecuacion caracteristica). Si en particular la matriz A corresponde a una
rotacion, poseerd un autovalor real A =+1.

Supongamos ahora una matriz A de 3x3, ortogonal y con determinante unitario. Demos-
traremos que representa una rotacion angular alrededor de un cierto eje de giro. Como el

eje de cualquier rotacion es invariante bajo esa rotacion, entonces existira un cierto vector
Vo tal que Av,=v,, lo que equivale a decir que A posee un autovalor A=+1y en

consecuencia que es det[A—1]=0, lo que resulta muy sencillo de probar:

det[ A—l]=det A" det[A-I]=
=det[ ATA- A |=

=det[ | - A" |=

=det[I -A]' =

=det[I - A]=

=(-1)det[A-1] < det[A-1]=0

Asi, nuestra transformacion A posee un vector fijo vy que su el eje de rotacion. También la
transformacion inversa A" = A" deja invariante al eje de rotacion.

Finalmente, si la matriz A es ortogonal, el producto escalar resulta invariante bajo esta
transformacion, y en consecuencia la transformacion no altera ni la longitud de los vectores
ni el angulo entre los mismos:

(AV,) (AV,)=V] ATAv, =V] I v, = V]V,
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Hemos establecido entonces que toda rotacion puede ser definida por un eje fijo y un giro
alrededor de ese eje. Determinaremos ahora la el eje de rotacion en base a los elementos de
la matriz A.

Partiendo del autovalor A =+1, para determinar v se debe resolver la ecuacién matricial
[A— I ]v =0 que nos conduce al sistema homogéneo de ecuaciones lineales

(a11 _1)\/1 +a,V, +a,V; = 0
a,V, + (azz _1)V2 +a,V; = 0

AV + gV, + (g —1v; =0
tomando por ejemplo v3=1, de la segunda y tercera ecuacion del sistema se obtiene

Vv, + (aaz _1)\/2 =—ay
a5V, + a5V, = Q- ass)

por lo que es facil deducir que una solucion estaria dada por el vector

838y, — (1_ ass)(azz _1)
8583, + 85 (l - azz)
Ay (1_ a33) + 851853
8583, + 85 (l - azz)
1

Como en un sistema de ecuaciones lineales homogéneo indeterminado las soluciones son
maultiplos entre si, otra posible expresion del autovector estaria dada por:

Vi (ass _1)(3-22 _1) — 8y,
o =] anl—ag)+a,a,
Vy Q5,85 + a5 - azz)

V =

<

Empleando la propiedad de que toda matriz real puede formarse por la semisuma de una
matriz simétrica y una matriz antisimétrica, se llega una expresion mucho mas simple para
el calculo del autovector (véase Kuipers, 1999, pags. 65 y 66):

Vi Ay — 8y
V=1V, |=| 8 —8 (6)
Vs Q, —ay
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Determinacion del &ngulo de rotacion alrededor del eje fijo

Para determinar el angulo de rotacién, haremos uso del concepto de traza de una matriz
cuadrada, que esta dada por la suma de los elementos de su diagonal principal

Tr(Ahxn) = iaii (7)

La traza del producto de dos matrices cuadradas del mismo orden es invariante ante la
conmutacion, es decir:

Tr(AB)=Tr(BA).
El valor de la traza de una matriz de rotacion simple como

1 0 0
R =/0 coseg sing

4
0 -sing cos¢e

es Tr(R,)=1+2cos¢ (8)

resultado que nos sera de utilidad mas adelante.

Consideremos ahora la rotacion de valor angular ¢ alrededor de un eje v, representada por
una matriz A (Fig. 4). Como hasta el presente solo conocemos procedimientos para
representar giros alrededor de ejes coordenados, replantearemos esta rotacion alrededor de
un eje arbitrario, como una serie de rotaciones
sucesivas alrededor de ejes coordenados, las que
se muestran desdobladas en las Figs. 4-a y 4-b de
la péagina siguiente, donde los ejes iniciales se
grafican en color azul.

En primer lugar se rota la terna {X,Y,Z} alre-
dedor del eje Z un angulo « para que X coincida
con la proyeccion de vo sobre el plano XY. A
continuacién rotamos £ alrededor del nuevo eje
Yq (Fig 4-a) de modo tal que el nuevo eje Xqg Figura 4 - La transformacion Q que
coincida con el vector vy. posiciona al eje X sobre el vector v,.

Podemos representar a estas dos rotaciones mediante una matriz ortogonal Q. Rotamos la
terna resultante {Xq,Yq,Zq} el angulo ¢ alrededor del vector vy (es decir, alrededor del

W.J.D. Cova, CUATERNIONES - VISUALIZACION DE ROTACIONES DE CUERPOS RIGIDOS —7—



eje Xq), alcanzado la posicion {Xr,Yr,Z¢}; a esta rotacion la denominamos R, de la cual
ya conocemos tanto su expresion matricial como el valor de su traza.

Para concluir, se lleva a cabo la rotacién inversa de Q (que es Q" ), es decir se gira -2
alrededor de Yg y luego se rota —a alrededor del nuevo eje Z llevando los ejes a su
posicion final {X,Y,Z}, tal como muestra la Fig. 4-b.

-
-
-

Figura 4-a. Secuencia de rotaciones R, Q. Figura 4-b. Rotaciones QTR(,,Q partiendo de
{XrYrZe}

La secuencia de rotaciones que se acaba de describir es exactamente equivalente a una
Unica rotacién representada mediante una matriz A, de manera que debe valer:

A=Q'R,Q ©)
Aplicando la propiedad de conmutatividad de la traza, se tiene:
Tr(A)=Tr(Q'R,Q)=Tr(Q(Q'R,))=
=Tr(QQ'R,)=Tr(IR,) =
=Tr(R,)=1+2cosp

Por lo tanto, el &ngulo girado alrededor del eje de rotacion v, vale:
Tr(A)-1
p=Ccos™ L%J (10)

tal como se habia planteado inicialmente. En la Fig. 4-b se representa en rojo el angulo
girado por cada eje coordenado para llevar la terna {X,Y,Z} a {X,Y4,Ze} mediante una
unica rotacion ¢ alrededor del vector vy.
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1.2 Cuaterniones - propiedades

Los cuaterniones son numeros hipercomplejos de rango 4 y aparecen como una extension
de los numeros reales (hipercomplejos de rango 1) y de los complejos de la forma

C={a+bi; i*=-1 ahbeR} (queson hipercomplejos de rango 2).

De la misma manera que la multiplicacion de complejos permite formalizar rotaciones en el
plano R?, la multiplicacion de cuaterniones posibilita representar rotaciones en el espacio

tridimensional R®.

El conjunto de los cuaterniones junto con las operaciones de adicién y multiplicacion
constituyen un anillo algebraico especial: un anillo no conmutativo con division, lo que
significa que el producto de cuaterniones es, en general, no conmutativo y que existe una
inversa multiplicativa para cada elemento no nulo del conjunto.

En lo que sigue, un cuaternion serd denotado mediante una letra mindscula (p, g, r, etc.).
Para evitar confusiones, cuando sea necesario, se aclarara si una letra mintscula representa
un escalar.

Las letras en negrita seran empleadas para denotar vectores en R® En particular los

vectores i, j, k representan la base ortonormal standard en R®. Los vectores en el espacio

tridimensional pueden ser escritos como ternas de nimeros reales, de modo que la base
ortonormal seria:

i=(1,0,0)
j=(0.1,0)
k=(0,0,1)

De la misma manera los cuaterniones podrian ser escritos como 4-uplas en R*:

= (do, 91, 02, 03)

donde qo, Q1, g2 Y g3 son simplemente nimeros reales (escalares). Adoptaremos una forma
alternativa de representar un cuaternién

g=Q,tQ= &I + iq1+jq2+kq3 (11)
escalar vector

La igualdad de cuaterniones requiere la igualdad de sus componentes homologas. La
suma de dos cuaterniones se realiza sumando las componentes homologas. Ambas opera-
ciones poseen iguales propiedades que las establecidas para nimeros complejos de rango 2.
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La multiplicacion de un cuaternion por un escalar c esta dada por

=0, tq=9q, + iq1+jq2+kq3

i (12)
cq = cd, +¢q =cq, + icq, + jeq, +keg,

El producto de dos cuaterniones es mas complicado. Debe ser definido de modo tal que
se satisfagan los siguientes productos especiales de Hamilton:

i2 = =K% =ijk =—1

ij=k =-ji (13)
jk =i=-Kj
ki=j=-ik
Dados los cuaterniones
P=p,+ Ip,+]Jp, +Kp, (14)
q=0,+ ig +jg, +ka,
se forma el producto
r=pq= ( Po + p)(qo + q) = ( Po + 1P+ P, +kp3)(% +ig, +j0, +kq3)
= Pollo + 1Py +JP;0 +KPyCy + iPoQy + i° iy + Jip,0y + Kipg, +
3P + 1P.G; +J°Pa0, +KiPad, +Kpodly + TPyl + 1kp,0; +K* Pyt
r=pq=pQ, + ipl% + jpzqo + kpaqo + ipoql — PO, - kpqu + jpsch +
jpoqz + kp1q2 - pzqz - ipsqz + kpoq3 - jp1q3 + ipzqs - p3q3
r=pqg= P, _( PG, + P,Q, + p3q3)+ Po ( iql +jq2 + kq3)+qo (ipl +jp2 + kp3)+ (15)
i( pzqs - p3q2)+ J( p3q1 - plq3)+ k( plqz - p2q1)
y recordando las definiciones de producto escalar y vectorial de vectores se tiene:
i J Kk
r=pq :Ipoqo _p'ql"'lpoq+qop+pqu =Pl —P-a+ Pd+QP+(P, P, Ps (16)
parte escalar parte vectorial ql q2 q3

Justamente es el producto vectorial —que aparece como consecuencia de los productos
especiales de Hamilton— el que da origen a la no conmutatividad de la multiplicacion de
cuaterniones.
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Si bien es ilustrativa de la naturaleza de la operacion, la (16) no es una expresion practica
para calcular las componentes del cuaternion producto r resultante de multiplicar p con q.
Puede verificarse que las componentes de r se pueden calcular de manera mas sencilla
mediante la expresién matricial

S

po - pl - pz - p3 qo qo _ql _qz _qa po
r=pq= _ pl po - ps pz ql _ q1 qo q3 _qz pl (17)
P, Ps Po —P || 9 0, —0O; Qo 0, P,

P —P, B Po |1 T ; Q -4 Gy | Ps

ST N

El producto de cuaterniones es asociativo y también distributivo respecto de la adicion. El
elemento neutro para la adicion es z=0+0 de modo que Vp, p+z=p. Mientras que para el
producto, el elemento neutro es u=1+0 resultando entonces Vp, pu=up =p; se constata
que el producto por el elemento neutro u es —indudablemente— conmutativo.

Conjugacion compleja. Dado el cuaternion q=q,+ ig, +jg,+kd,, su conjugado
denotado por q" esta dado por q" = q, — 10, —Jjd, —ka,. Si bien es algo engorroso, puede
demostrarse que el conjugado de un producto de cuaterniones es igual al producto, tomado
en orden inverso, de los conjugados de los cuaterniones (pq)* =q p . Por su parte, la

suma de un cuaternion y su conjugado es un escalar q+q =(q,+q)+(d,—q) =29, lo
cual, como se vera, es también cierto para el producto de conjugados.

Norma de un cuaternién. Definimos como norma N(q):|q|:«[q*q. Aplicando la

definicion de producto de cuaterniones, tenemos:

N?(q)=d" =a"a=(g,~a)(g +q)
= 0,0 —(—a)-a+9,a+(—9) 9, +(—a) x 7
=0 +Q-q

=0o + 0y +0; +0;
2 * *
por lo que resulta |g =q'q=qq".

Notese que la definicion de norma de un cuaternion coincide con la longitud de un vector
4
enR".

Se demuestra con facilidad que la norma de un producto de cuaterniones es igual al
producto de las normas de los cuaterniones individuales.
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Un cuaternion de norma unitaria |q| =1 se denomina cuaternion normalizado (o cuaternion

unitario), para cuyas componentes se cumple que ¢’ <1, i=0,1,2,3.

Inversa de un cuaternién. Si se designa con g la inversa de g, por definicién de inversa
debe valer:

g'qg=qq " =1

Si pre- y postmultiplicamos por el conjugado y aplicamos la definicion de norma,
obtenemos:

g9 =gqq" =q’
q 'N*(@)=N*(a)q* =g’

y puesto que la norma es un escalar, resulta posible despejar

ql=——=1 (18)

Debe observarse que si g es un cuaternién unitario (normalizado) entonces N?(q)=1 por lo
que resulta g *= q". Incidentalmente, este resultado es analogo a la inversa de una matriz de
rotacion, que posee determinante unitario valiendo A= AT,

Angulo y vector unitario asociados a un cuaternion unitario (normalizado). Si el
cuaternion gq=go+q esta normalizado, entonces vale

a2 +|af* =1,

como para cualquier 4ngulo 9 también vale que cos®9 + sin?9 =1, debe entonces existir
algn angulo 4 para el cual sea

cos’3=0¢; y sin®9= |q|2 .

El 4ngulo & puede ser definido univocamente, si se aplica una restriccion apropiada a su
dominio. En general se requerira que 9 satisfaga la restriccion —n<$<m. De esta manera
se tendra un angulo asociado con el cuaternion y nos resultara conveniente escribir al
cuaternion g=qo+qg en funcion de este angulo. Si definimos un vector unitario u que
representa la direccion de g mediante

q_q

u= =
la| sing
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podemos escribir al cuaternion en términos de su vector unitario y del angulo  asociado
g=0,+g=cosg+using. (19)
Notese que la sustituciéon de & por —3 genera el cuaternion conjugado:

cos(—9)+usin(—9)=cos9—using=q’ .

1.3 Operador de rotacion aplicando cuaterniones

Un desarrollo sumamente didactico de este tema se encuentra en (Kuipers, 1999, pégs. 60 a
80). Aqui solo brindaremos un pantallazo sintético de los principales resultados.

Una matriz de rotacién A en R® mapea un vector v en otro vector w sin modificar su

longitud, aplicando la operacién w = Av . Notese vy w poseen 3 componentes, mientras
que la matriz A posee 9 elementos.

Para aplicar cuaterniones, debemos en primer lugar buscar la expresion de un vector v de
R® como un cuaternién v en R*. Para ello empleamos el concepto de cuaternién puro, que

se define como aquél cuya componente escalar es nula. Por lo tanto v =0 + v representa al
vector en el dominio de los cuaterniones.

®y=0+v

Cuaterniones
puros

Cuaterniones

Figura 5 — Dominios equivalentes en R® y R*.

Buscaremos ahora cual es la operacion con cuaterniones que mapea un cuaternion puro
(veQo) en otro cuaternion puro w también de Qo . Esa operacion no puede ser un simple
producto de cuaterniones qv porque aplicando (16) observamos que la componente escalar
solo se anula si v y q son ortogonales:

av=(0 +a)(0+V)=0,0-q-V+0v+0g+gxv

parte escalar parte vectorial
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Si en cambio se forma el triple producto de cuaterniones qvq” se garantiza que el resultado
obtenido sea un cuaternion puro perteneciente a Qo.

v=0+vVv

w=qvq

\Y

Cuaterniones
puros Qg

Vectores en R®

Wed

Cuaterniones

Figura 6 — El triple producto qvq”

Vg = (G +a)(0+V)(Gy —a) = (-9 V+ GV +gx V)(d, — Q)
obteniéndose tras algunas operaciones la expresion final:
w=qvg" = (207 ~1)v+2(q-Vv)q+2g,(gx V)
, ) . (20)
=(q0 —|a )v+2(q-v)q+2q0 (axv)

Siqvg” denota una rotacion, entonces no debe alterar la norma del vector mapeado:
N (w)=N(avq")=N (v(q*q)): N (V).

Si g es la direccion del eje de rotacion, entonces la operacién qvq” debe dejar invariante a
todo vector que coincida con el eje de rotacion. Sea entonces v=kq y apliquemos la (20):

qva’ =(g; -ldf* }ka+2(q-ka)a-+2q, (axka)
~qZka-+[a ka=k(aZ +|af" )q (21)
Queda ahora por determinar el angulo de la rotacién producida por la operacién qvq .

Indicaremos como Lq(v):qvq* al operador rotacion aplicado sobre el vector v para
llevarlo a su nueva orientacion w. Al operador reciproco Lq* (V)=q'vq lo emplearemos

para denotar la rotacion del sistema de coordenadas de referencia. Si el vector v esta dado
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por la combinacion lineal v=c,v, +c,v, (siendo c; y ¢, escalares) resulta facil demostrar,
aplicando la (20), que L, (v)=L,(c,v,+c,v,)=cL (v,)+c,L,(v,) de donde se infiere la
linealidad del operador L.

v=a+n
w=qvag*
w=a+m

Figura 7 — La rotacion w=qvq’

Consideremos al cuaternion q dado en su forma trigonométrica por la Ec. (19) siendo u el
vector unitario asociado. Descompondremos al vector de entrada v en una componente a
segun la parte vectorial u de q y una componente n ortogonal a u, es decir v=a+n.

Siendo Lq un operador lineal, es L,(v)=L,(a+n)=L, (a)+L,(n). Ahora bien, por la

(21) resulta L, (a) =a puesto que a es un multiplo escalar de g.

Por lo que respecta a n y aplicando la (20):

L, () =(a¢ ~[af’ )n+2(a-n)q+2q, (gxn)
= (02 —lal* )n-+20, (axn)
:(q§ —|q|2)n+2q0 lal(uxn)

Definiendo n, =(uxn) vale |n,|=|u||n|=1|n|=|n|, ya que por definicion uy n son

ortogonales, quedando:

Lq (n) = (qg _|Q|2)n + 2QO |q|nL
=(cos® 9—sin® $)n+2cos Isin 9n

=C0s29Nn+sin29n,

cuya interpretacion geométrica esta dada en la figura siguiente (Fig. 8).
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Es decir que Lq(n) es una rotacion a través de un

) angulo 2.9 alrededor de g en sentido positivo, que
nsin2é

lleva n a m sin modificar su médulo. Como w=a+m

9| mcos20  n (ver Fig. 7), se puede visualizar a w=qvq~ como el
vector v rotado 24 tomando a q como eje. Se ha

probado entonces el siguiente teorema:

Figura 8 — Plano ortogonal al eje q

Para todo cuaternion unitario  q=0q,+q=cos$+usin$ y cualquier

vector veR® definido en una terna coordenada dada, la accion del

operador L, (V) =qvq sobre v puede ser interpretada geométricamente

como una rotacion a través de un angulo 2.9 del vector v alrededor del eje

de rotacion u. (Terna fija y rotacion del vector).

Simétricamente, se puede interpretar que el operador Lq(v) representa una rotacion de la
terna de coordenadas a través del &ngulo —2.9 alrededor del eje g.

Cuaterniones y matrices de rotacion

Partiendo de la (20), se tiene

w=aqvg =(29; -1)v+2(q-v) q+2q0 x V)

2. -1
(205 -1)v=| © 2qO -1
0 0 2q0 -1

20/ 2940, 294, |V,
2(q-v)q=|20,0, 29, 29, ||V,
1200, 20,0, 205 ||V
i 0 —2q0q3 2q0q2 V1
20, (ax V) =| 29,9 0 -29,q ||V,
__Zqoqz 2qoq1 0 V3
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resultando finalmente el algoritmo para convertir de cuaternion a matriz de rotacion:

w | | (205 -D+207 20,0,-20,0; 20,0, +20,d, |[V,
W= W, |=| 20,0, +20,0, (205 —-1)+20; 20,0, —20,0 ||V,
W, || 20,0, 20,0, 20,0, +20,0, (205 —1)+20; || v

w=qvq =Qv

(22)

Similarmente, la rotacion de la terna de coordenadas conduce a: qvg=Q'v, como resulta
facilmente demostrable.

Secuencias de operadores de rotacion

En muchas aplicaciones es importante considerar una secuencia operadores de rotacion
empleando cuaterniones, es decir la aplicacion consecutiva de operadores de rotacion en un
orden especificado.

Figura 9 — Composicion de operadores de rotacion: Lg-L,

Supongamos entonces tener dos operadores del tipo definido por la Ec. (20). Seanpy q
dos cuaterniones unitarios que definen a los operadores de rotacion

L,(a) = pap’
L,(b) =qgbq

Sea ahora u un vector al que se aplica el operador L, como se indica en la Fig. 9.
obteniéndose

v=L,(u)=pup’,

a este resultado aplicamos el operador Ly con lo que resulta la composicion de los
operadores L, y L4 indicada como Lq- L, obteniéndose:

w=L,(L,)=L,()=avg =q(pup’)q" =(ap)u(ap) =L, ()  (23)
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Siendo p y g cuaterniones unitarios, también lo es su producto gp. Por lo tanto la Ec. (23)
describe un operador de rotacion de la forma (20) en la cual el cuaternion que la define es el
producto de los cuaterniones constitutivos p y . El eje y el &ngulo de esta rotacion
compuesta estan definidos por el cuaternion gp.

Como la multiplicacion de cuaterniones es no conmutativa, resulta evidente que en general
Lop () # Loy ()

es decir que el orden en que se lleva a cabo una secuencia dada de rotaciones no es
indiferente. Por otra parte, recordando lo discutido en la pdg. 16, en el caso de rotaciones
sucesivas ha de tenerse en cuenta si se rota un vector o la terna de referencia.

Para finalizar este apartado deseamos mencionar brevemente que cuaterniones, matrices,
angulos de Euler, etc., son algunas de las multiples alternativas con las que se cuenta para
representar la actitud de un cuerpo rigido en el espacio. Todas son formas equivalentes
entre si y se cuenta con algoritmos de conversion entre representaciones, disponibles en
(Kuipers, 1999, pags. 155-175) o en el articulo (Diebel, 2006), entre muchas otras
publicaciones.

1.4 Derivada temporal de un cuaternion

En este punto, seguiremos a (Jia, 2019) que presenta un deduccion simple y rigurosa a la
vez. Supdngase que el cuaternion g es funciéon de alguna variable, por ejemplo, del
tiempo t. Podemos escribir la derivada de g(t) como

qZQO+q:qo+Q1i+qzj+q3k

Siasu vez el cuaternion p es otra funcién de t es falcil comprobar, partiendo de la Ec. (16)
que vale la regla de derivacion del producto de funciones, es decir:

i( pa) = pq+ pq

dt

La derivacién se complica cuando q(t) es un cuaternién unitario dependiente del tiempo
que describe de la manera como varia la orientacion de un cuerpo rigido movil con respecto
a una terna fija. Si o (t) es la velocidad angular del cuerpo respecto de esa terna fija,
probaremos que la derivada temporal de q(t) se encuentra ligada a e (t) ® por la expresion:

@ Tanto q como @ son cuaterniones. En el caso de se trata de un cuaternion puro: w=0+ .
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d
B (1)L (22)

Comencemos considerando que para t +At, el cuaternion q (t +At) describe la orientacion
del cuerpo. Esto ocurre luego que, durante el intervalo At, el cuerpo describiera una cierta
rotacion para modificar su orientacion inicial definida por q (t). Tal rotacién se lleva a cabo

alrededor del eje instantaneo & = o/||w|| siendo A& =|w||At el angulo girado y puede ser
escrita como un cuaternion:

follat - folat

AO AG
AQ =C0S— + @Sin— = C0S——
2 2 2 2

De este modo, la orientacion para el instante t+At puede describirse como una secuencia
de cuaterniones ¢ (t), Aq resultando

q(t+At)=Aqq(t).
Para calcular la derivada de q (t) escribimos en primer lugar la diferencia incremental
o] At ] At
q(t+At)—q(t)=| cos*—— 5 +@sin*—— 5 q(t)-af(t)
[cos ” At J )+cosin—”m”Atq(t)

= -2sin? Wq(t)ﬂi)sin Tq(t)

Cuando At—0 el primer término de la expresién precedente —a causa de sen’- es un
infinitésimo del orden de (At)? por lo que en el limite desaparece y la derivada queda:

dg _ =Imq(t+At)—q(t)
dt At—0 At
- sin([e]At/2)
=olim—— 90
0 t
ora(t)
1
q4=>o(t)a(t)

con lo que se ha probado la expresion (24). Notese que la derivada de un cuaternion es a su
vez otro cuaternion. En forma matricial se puede escribir
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0 -0 -0, -oq Qb % -0, 0|0

d_qzia)qzi w, 0 —(, , q]_ :E ql qo q3 _q2 () (25)
dt 2 2|0, o, 0 -olal| 2|9, 9 9 o | o

W, —w, @ 0 ]|, ; 0, -G Qq ||o

Por lo que respecta a la derivada del cuaternion conjugado de g, siendo éste un cuaternion

unitario, vale qq =1 debido a lo cual:

d, .
4(aa)=0.

Aplicando la regla de derivacion del producto y los resultados precedentes se obtiene:

dq - dg” dg” Ldg 1 . .
—qq +CI[ J J=0 - i=—q —qq =—§q @qq

dt dt dt dt
por lo tanto: C:jit:—%q* (t) o(t) . (27)

Conociendo las componentes de la velocidad angular ax (t), k =1,2,3 resulta posible
integrar la ecuacion (24) o bien la (27). Como rara vez se dispone de las expresiones
analiticas correspondientes a las ax (t), la solucion debe buscarse aplicando métodos
numericos, con los consiguientes problemas de propagacién de errores. Afortunadamente,
como el resultado de la integracion ha de ser un cuaternion unitario, se puede proceder a
renormalizar el cuaternion obtenido en cada paso de integracion numérica, contribuyendo
de esta manera a la minimizacion global de errores, bajo la premisa de aplicar un
procedimiento de integracion que no sea excesivamente grosero.

En mecénica, la velocidad angular de un cuerpo rigido en un instante dado, es a menudo
medida respecto de una terna fija que instantaneamente coincide con la terna de cuerpo .
A menudo se dice que esta velocidad angular “se expresa” o “se mide” en terna de cuerpo.

Llamemos @ a la velocidad angular medida en terna de cuerpo; @ se puede obtener a
partir de @ haciendo girar la terna fija de referencia hasta hacerla coincidir con la terna
rotante definida por g. Entonces escribiremos

&= o

@ Por Io tanto, en un instante de tiempo diferente, la velocidad angular se mide en una terna fija diferente,
debido a la rotacion de la terna de cuerpo.
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y combinando con la (25), obtenemos otra expresion de la derivada de un cuaternion
unitario junto con su formulacién matricial

0 -o -0, -alq,

o1 . 1le, O o, -0, 0
=—q(t)a(t)== . 28
d Zq()w() 2|, -&, 0 @& |lq, (28)

W, @, -~ 0 ds

Vale la pena insistir que (28) expresa la derivada temporal de un cuaternién unitario, el cual
representa la orientacion angular de un cuerpo rigido respecto de un sistema fijo de

coordenadas, en funcion de la velocidad angular medida por instrumentos (sensores)
asociados a los ejes del cuerpo.
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2. REPRESENTACION DE ACTITUD MEDIANTE CUATERNIONES

2.1 Ejemplo considerado — Ecuaciones dinamicas

Como ejemplo de aplicacion, se considerara la evolucion de la actitud angular de una sonda
suborbital a lo largo del arco superior de su trayectoria balistica (por arriba de los 100 km
de altura, tras separarse del vehiculo lanzador), tomando por hipétesis como nulas las
cuplas perturbadoras ambientales, siendo las Unicas cuplas actuantes las de reaccion
originadas por toberas de eyeccién de gas, asociadas con los ejes principales de inercia de
la sonda®. Si bien puede requerirse la estabilizacion de la actitud de cuerpo con respecto a
algunas direcciones de referencia, en el presente ejemplo solamente se considerard la
maniobra de amortiguamiento de las velocidades angulares iniciales, mediante la eyeccion
controlada de gas por medio de las toberas mencionadas. El objetivo es entonces visualizar
el movimiento de la sonda alrededor de su centro de gravedad.

En lo que sigue, se supondra que la sonda es un cuerpo rigido con simetria axial, para el
cual se define una terna de cuerpo {1,2,3} coincidente con sus ejes principales de inercia
(Fig. 10). Por convencion y por similitud con la Fig. 2, al eje 1 (longitudinal de simetria) lo
denominaremos eje de rolido, el eje 2 sera considerado eje de cabeceo y el eje 3 se tomara
como eje de guifiada.

»
-

(e, Ty, 1)

TERNA
INERCIAL

Z
/
7

Figura 10 — Sonda espacial, ejes de cuerpo y ejes inerciales.

El cuerpo y su terna asociada gira con velocidad angular Q respecto del espacio inercial.

®) Las consideraciones asumidas en el presente ejemplo, corresponden a un estudio de caso desarrollado
durante el dictado de la asignatura Metodologia de la Investigacién y Herramientas para el Desarrollo de la
Tesis, de la Maestria en Tecnologia Satelital, curso 2016, UTN Fac. Regional Cérdoba.
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Se toma como terna inercial de referencia a los ejes norte-este-abajo {N,E,D} asociados al
punto de lanzamiento de la sonda, siendo i, j, k sus correspondientes vectores unitarios.
Esta eleccion queda justificada por la corta duracion de la trayectoria util considerada,
limitada a un lapso del orden de unos 250 segundos, durante los cuales la influencia de la
velocidad de rotacion de la tierra puede despreciarse (en 6 minutos la tierra gira 1.5
grados). Como ulterior simplificacion destinada a facilitar el calculo de la actitud inicial
del cuerpo, supondremos que la trayectoria se desarrolla en el plano ND.

La velocidad angular Q es detectada mediante tres girdbmetros que miden las componentes
®1, 2 Y 3 en ejes de cuerpo. Respecto de tales ejes, los momentos de inercia de la sonda
son Iy, I, y I3 y debido a la simetria axial resulta 1, =13. Las cuplas Ty, T» y T3 segun los ejes
{1,2,3} son ejercidas mediante toberas de reaccion, tal como se indicara precedentemente.

La rotacion del cuerpo alrededor de su centro de gravedad es descripta mediante las
ecuaciones de Euler que ligan la variacion del momento angular (H) con la cupla neta (T)
que se ejerce sobre el cuerpo (ver p.ej. Curtis, 2010). En ejes inerciales se escribe:

aH g
dt
En los ejes moviles {1,2,3} el momento angular H se calcula como

H=Hge +H,e, +H,e, =l we, +1,0e, + 1,08,

siendo e; (i=1,2,3) los vectores unitarios segun los ejes de cuerpo. Podemos reescribir la
ecuacion de Euler de la forma

d—H:d—H +QxH=T
dt dt

rel

donde dH/dt | . es la derivada de H respecto de la terna mévil. Suponiendo constantes los
momentos de inercia, y destacando la dependencia temporal de las cuplas de control queda

e1 e2 e3
d—:l:lld)lel+lzc£)2e2+lsa')3e3+ o, o, o =T(t)e,+T,(t)e,+T,(t)e,

Lo Lo, o
0 bien, expresando las componentes por separado

I1d’1+a’2w3(|3_ |2):T1(t)
l,0, +a)30)1(|1_ |3):T2 (t)

Ly, + w0, (1, - 1,) =T, (1)
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El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que permite calcular las velocidades
angulares a partir de las condiciones iniciales de movimiento queda de la forma:

Tl(t) (Iz_IS)

W, =——+ 0,0,
1 1

@, :TZ_(t)Jr%a,lM (29)
|2 |2

a, :T3(t)+a)1a)2—(lll_|2)
3 3

Obsérvese que —debido a la simetria axial- las (29) se podrian simplificar, pero se ha
preferido conservar todos sus téerminos en beneficio de la generalidad del modelo.

Por lo que respecta a las cuplas de reaccion Ti(t) asumiremos que son funciones temporales
rectangulares generadas a partir de actuadores (valvulas) on-off, siendo su aplicacion
comandada por una funcién de conmutacion g (i) que depende de la velocidad angular
segun el eje considerado, de acuerdo a la formulacion:

1 u

—sign(@,), si |o|zo

0, Si |a) <@ .
para i=1,2,3

g(w.)={

donde w, es un umbral de velocidad establecido en base a la sensibilidad de los sensores
(girébmetros) y a los ruidos de medicion; g (w;) representa entonces una ley de control de
frenado. La formulacion definitiva de las ecuaciones que rigen la dindmica del cuerpo es:

. T I, -1
@, =|_lg(a’1)+w2w3¥
1 1

. T I, -1
W, = |_2 9(@,) + w0 (3I—l) (30)
2 2

. T I, -1
23 :I_sg(w3)+a)1w2(1l—2)
3 3

Notese que en (30) Ty, T2 y T3 son las amplitudes (supuestas constantes) de las cuplas de
reaccion aplicadas por la ley de control. Para el célculo de la orientacion angular
utilizaremos la ecuacion dinamica del cuaternion unitario de actitud en la forma (28), ya
que las velocidades angulares son medidas en ejes de cuerpo (por simplicidad se ha
eliminado el tilde sobre w, puesto que no existe posibilidad de confusion):

dg 1
—_- , 31
rael (31)
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Las (31) se integran a partir de las condiciones representativas de la actitud y velocidad
inicial del cuerpo (q(0) =qi, @(0) =@). En el proceso de integracion, se debera
renormalizar al cuaternion de actitud para evitar la acumulacion de errores numéricos:

Qo
1 q
9= 2 2 2 2 1 (32)
\/q0+ql+q2+q3 9%
s

2.2 Modelos de simulacion - Validacion

En lo que sigue, se supone que el lector posee experiencia en el uso de las herramientas de
software Matlab® y Simulink®.

La Fig. 11, muestra la implementacion de un primer modelo Simulink para las expresiones
(30) a (32), donde las funciones de comando g (@;) se consideran constantes, lo que facilita
los analisis de validacion.

gl P91 om1 qB > I:]
dqg/dt ' <CB q normado
g2 P g2 om2 P om cuaternion
g3 {93 om3 SS2 Calcula dg/dt SS3 Integra dg/dt 0.2837
SS1 Integra > I:l
Comandos d(omega)/dt I:’ -0.9589
g [ d
Modelo: Cuater_1

V_ang Inicializar con: Ini_Cuater q0,q1,92, g3

Figura 11 — Modelo Cuater 1I.

El método numérico de integracion seleccionado es Runge-Kutta de cuarto orden, con un
paso de integracion fijo h =5x10™ seg. El modelo incluye tres subsistemas, ss1, ss2 y ss3
cuyo funcionamiento se detalla en las figuras siguientes.

El subsistema de la Fig. 12 implementa la Ec. (31). Las entradas g1, g2 Yy g3
corresponden a funciones de comando que controlan la aplicacion de cuplas segln cada uno
de los ejes. Las velocidades angulares iniciales y la orientacion inicial, asi como los valores
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de los restantes parametros que intervienen en el modelo, son suministradas a través del
SCript Ini Cuater.

SS1 Integra d(omega)/dt
[ l -
Lad s Lad
X
wi P>
wiw3 (13-11)12
(1)
om1
4 L
W >+ x Hb—
S >
g2
T2/12 w2 wowl (1-12)13
> 2 )
om2
) 4 ] X
S < >
g3 w2 (12-13)/11
313 w3 Wow »(3)
om3

Figura 12 — Subsistema SS1 Integra d(omega)/dt

SS2 Calcula dg/dt

D
a qu

: o] >
' 1 da/dt

Quaternion
om Aternio
omega Multiplication

cuaternion puro

Figura 13 — Subsistema SS2 Calcula dg/dt

El subsistema de la Fig. 13 indica el procedimiento empleado para calcular la derivada del
cuaternion Ec. (31). Se emplea el blogue Quaternion Multiplication disponible en el
conjunto “Aerospace Blockset” de Simulink. Notese que tanto las entradas como las salidas
de SS2 son cuaterniones. El vector de velocidades angulares om se lleva a la forma de
cuaternion puro, mediante el agregado de una componente escalar nula.
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SS3 Integra dg/dt

1 |-
= ra roma) (1)
a’ Integra N,
Quaternion normado
Normalize

Figura 14 — Subsistema SS3 Integra dg/dt

Mediante el subsistema de la Fig. 14 se integra temporalmente la derivada del cuaternién y
se lleva a cabo la normalizacién indicada en la Ec.(32), utilizando el bloque guaternion
Normalize de “Aerospace Blockset”. Las condiciones iniciales de los integradores estan
dadas por el cuaternion de orientacion inicial incluido en el script t1ni cuater. Si no se
dispone del “Aerospace Blockset”, en el Anexo se incluyen las realizaciones de los
subsistemas empleando bloques béasicos de Simulink.

Validacién del modelo

Resulta necesario verificar el funcionamiento del modelo de simulacion, y para ello se parte
de condiciones iniciales prefijadas, cuya evolucion temporal se conoce analiticamente.

Orientacion inicial: q(0)=1+0-i+0-j+0-k con referencia a la Fig. 10, este cuaternion
indica una actitud coincidente con la terna inercial de referencia {N, E, D}. Si, por otra
parte, la velocidad angular inicial del cuerpo vale ®(0)=0-e, +a,,-e,+0-e,, es decir que
Unicamente rota alrededor del eje 2, entonces puede esperarse que la evolucion temporal del

cuaternion de actitud solamente se manifieste en las componentes qo y 02, Ya que por
definicidn se tiene

q=cos($/2)+usin($/2)
u=0-i+1-j+0-k
q=cos(3/2)+0-i+sin(3/2)-j+0-k

siendo 4 el &ngulo girado alrededor del eje de rotacion u que —en el caso considerado—
coincide con el eje transversal de cabeceo (2) y el eje E de la terna fija.

Entonces, en ausencia de cuplas de reaccion (g1=g».=0g3=0), si la velocidad angular ayo €s
positiva, se tendra para o una evolucion cosinusoidal para angulos crecientes partiendo de
9=0, mientras que para g, debe registrarse una variacion senoidal a partir del primer
cuadrante. Las restantes componentes (g: y qz) deberan ser permanentemente nulas. Si los
valores de g1 y g3 no fueran nulos, ello indicaria problemas de deriva numerica. Por cierto
que si es w2 <0, entonces se tendran las mismas variaciones temporales descriptas, pero
para angulos negativos.
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Caso 1

$Ini Cuater inicializacidén del modelo

gl=0;g2=0;93=0; $comandos de cupla
g00=1;910=0;g20=0;g30=0; $cuaternidén actitud inicial
I11=1.19;12=49.28;13=49.28; Smomentos de inercia [Kg m"2]
T1=0.64;T2=7.76,;T3=T2; %niveles de cuplas de reaccidn [Nm]
wl0=0; w20=1; w30=0; $velocidades angulares iniciales [rad/s]

Para las condiciones iniciales indicadas en el script precedente® (wx=1t/s y @g=1), el
modelo cuater 1 arroja los resultados de la Fig. 15:

06l dy a, :
04r A

021

02+

componentes de g
o

04

-06

-08

8 9 10
t [seg]

Figura 15 — Evolucidn del cuaternion de actitud en el Caso 1

La componente escalar tiene variacion cosinusoidal y vale qo=-1 para t=6.28 (es decir
2 seg), ya que el semiangulo rotado es justamente 9/2=n. Por su parte la componente ¢
es una sinusoide que se mantiene positiva para t < 6.28 seg, lo que indica una velocidad
angular positiva segun el eje 2. Las restantes componentes de g se mantienen nulas.

Caso 2

En este caso, la actitud inicial es coincidente con la terna inercial de referencia, pero con
velocidades angulares constantes segun los ejes transversales 2 y 3, iguales y de signo
opuesto.

“ os valores de momentos de inercia y cuplas de reaccién consignados en el script corresponden al estudio
de caso mencionado en la nota (3) de pag. 21.
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$Ini Cuater inicializacién del modelo

gl=0;g2=0;93=0; $comandos de cupla
g00=1;9g10=0;g20=0;g30=0; cuaternidén actitud inicial
I11=1.19;12=49.28;13=49.28; $momentos de inercia [Kg m"2]
T1=0.64;T2=7.76;T3=T2; niveles de cuplas de reaccidén [Nm]
wl0=0;w20=sqgrt (2) /2;w30=-w20; $velocidades angulares iniciales [rad/s]

o0

oo

En este caso el eje de rotacion se encuentra en el plano transversal [E,D]

u=0-i+0.707j—0.707k
q=cos($/2)+sin(3/2)-[0-i+0.707j—-0.707 k]

por lo que la componente g; es permanentemente nula; gy es una sinusoide positiva,
mientras que Qs es negativa en correspondencia con las velocidades angulares de los
correspondientes ejes.

08l d, ml(O)=0 |
,(0)=+0.707
061 q, ©,(0)=-0.707 .

02+ -

componentes de q

-04r- -

06+

'l r r r r r r r r
8 9 10
t[seq]

Figura 16 — Evolucién del cuaternion de actitud en el Caso 3

En base a los Casos 1 y 2 considerados, podemos considerar como validado el modelo de
funcionamiento de la sonda como cuerpo libre, empleando el concepto de cuaternion de
actitud para representar su orientacion espacial. NoOtese que, hasta este momento se han
considerado nulas las cuplas de accionamiento T(t).

Caso 3

Partiendo de la misma actitud inicial con las velocidades angulares iniciales @ 0=0, @»=0.5
y @30=0, se aplica una cupla constante y positiva segun el eje 1 siendo nulas las cuplas
segun los otros dos ejes . Se analizara la evolucion del cuerpo durante 10 segundos.
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$Ini Cuater inicializacidén del modelo

gl=1;g2=0;g3=0; scomandos de cupla
g00=1;9g10=0;g20=0;g30=0; $cuaternidén actitud inicial
I11=1.19;12=49.28;13=49.28; $momentos de inercia [Kg m"2]
T1=0.64;T2=7.76;T3=T2; %niveles de cuplas de reaccidn [Nm]
wl0=0;w20=0.5;w30=0; $velocidades angulares iniciales [rad/s]

De acuerdo a los valores numeéricos del script las ecuaciones de movimiento (30) quedan

@, =0.5378
@, =0+ 0.9759m,0,
@, =0- 0.97590,,

w,=0, 0,,=05, w,,=0

(33)

cuyas soluciones analiticas son facilmente determinables:

o, (t) = 0.5378t
@,(t) = 0.5c05(0.26242t%) (34)
o, (t) =—0.5sin (0.26242t%)

y permiten validar los resultados obtenidos por simulacion.

6 T T T T T T T T T
— 4 4
° wl(t)
i
3 24 i
0 r r r r r r r r r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
05 15 T T T
— o,(t)
% 2
o
e 0
3N (x)s(t)
_05 r r r r r r r
0 1 2 3 4

7 8
t [seq]

Figura 17 — Velocidades angulares simulacion Caso 4.

Como puede determinarse por simple inspeccion de las (33), la expresion de la velocidad

angular @, se encuentra desacoplada de a» y @ws. Por lo tanto ax(t) correspondera a un
movimiento uniformemente acelerado (crecimiento lineal). El eje de rotaciébn u en
coordenadas fijas resulta ahora variable.
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Debido a las condiciones iniciales de las (33), la velocidad ws(t) arranca de cero con
aceleracion negativa ya que apo €s positiva y an(t) es siempre positiva y creciente. Los
valores negativos de wjs(t) provocan el decrecimiento que se observa en el primer tramo de
la respuesta temporal correspondiente a a»(t). Existe una perfecta correspondencia entre las
gréficas de la Fig. 17 y las soluciones analiticas (34): sinusoides de frecuencia creciente.

La evolucion del cuaternion de actitud se muestra en la Fig. 18. Siendo @ siempre
positiva, i inicia su evolucion como una sinusoide positiva cuya frecuencia se va
incrementando debido al crecimiento de @;; @, comienza siendo positiva y eso se refleja
en el andar de g,. La componente gs inicia su evolucién con crecimiento negativo,
acompafnando el signo de la velocidad angular @s;. Por su parte go muestra un
comportamiento cosenoidal normal a partir de la orientacion inicial del cuerpo.

1 L 3 3 3 3 T T

08} %

06} 9 .
04 4
02 i
o \
.
6

02

componentes de q

04+

-0.6 -

081

r r r
7 8 9 10
t [seq]

Figura 18 — Evolucidn del cuaternion de actitud en el Caso 4

Se valida entonces cualitativa y cuantitativamente el correcto funcionamiento del modelo
de simulacion.

Modelo de lazo cerrado

Para incorporar al modelo el control de cuplas de reaccion aplicando la ley (29), se
modifica el diagrama de Simulink de acuerdo a lo indicado en la Fig. 19.
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w1 g(w1)

w2 g(w2)

w3 g(w3)

SS Control

Comandos

GE

da/dt

g1 om1

g2 om2

g3 om3
SS1 Integra

d(omega)/dt

Figura 19 — Modelo Cuater 2.

#I:l

om

q' q normado

L

SS2 Calcula dg/dt

V_ang

SS3 Integra dq/dt

Modelo: Cuater_2

Inicializar con: Ini_Cuater

P

]

cuaternion

-0.514

0.680
-0.068
-0.517

Se incorpora el subsistema ss contro1 que se detalla en la figura siguiente.

SS Control
AT
w1 -

Umb1 Signo1 Inv1
A= -
w2 -

Umb2 Signo2 Inv2
A= -
w3 -

Umb3 Signo3 Inv3

g(w1)

Q

2
s
N

=

g(w3)

Figura 20 — Subsistema SS Control.

o
S
o
=
o
N
o
o | oo R[N

En los bloques de zona muerta, se implementa el umbral de velocidad angular @, indicado
en la Ec. (29).

Caso 4

Se parte de la misma actitud inicial que en los casos precedentes y las velocidades
angulares iniciales son @ p=27 /s, ano= wzo=—1 r/s, con el sistema de control activado. Se
analizara la evolucion del cuerpo durante 15 segundos.

Para el modelo cuater 2 se utiliza el siguiente script de inicializacion:
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$Ini Cuater inicializacidén del modelo

gl=0;g2=0;93=0; scomandos de cupla (para Cuater 1)
g00=1;910=0;g20=0;g30=0; $cuaternidén actitud inicial
I11=1.19;12=49.28;13=49.28; $momentos de inercia [Kg m"2]
T1=0.64;T2=7.76;T3=T2; $niveles de cuplas de reaccidédn [Nm]
wl0=2*pi;w20=-1;w30=-1; $velocidades angulares iniciales [rad/s]
wU=0.02; sumbral de velocidad (para Cuater 2)

Dada la simetria axial que indican los valores numéricos de inercias del script, la ecuacion
diferencial de i (t) en las (30) queda desacoplada de las velocidades angulares @, y @s.
Por consiguiente, en la Fig. 21, an(t) manifiesta una evolucién que corresponde a un
movimiento uniformemente desacelerado hasta alcanzar el umbral +®,. EI comando g(a)
es permanentemente negativo sin exhibir alternancias.

ml[ﬂﬂ

05 '

9(,)

051 -

r r

12

10
t [seq]

Figura 21 — Velocidad angular ax(t) y comando de cupla g(@.); @ifina =0.02 r/s.

Por lo que respecta a las velocidades angulares a»(t) y ws(t) cuyos gréaficos se presentan en
las figuras 22 y 23, se observa un comportamiento oscilante, fruto del fuerte acoplamiento
de ambas velocidades entre si, a través de y(t) que, a su vez, parte de un valor inicial
elevado.

Notese que una vez alcanzado el umbral de accionamiento +w, la velocidad angular @ (t)
queda en un valor residual constante y no nulo, cosa que no ocurre para @, y ws puesto que
el acoplamiento entre ambas —aungue leve— sigue existiendo.

Analizando el andar de ws(t) y de la funcion de comando correspondiente, vemos que en
0(ws3) aparecen una serie de pulsos del mismo signo (tableteo o chatter) que no se originan
por fallas en el modelo de simulacion, sino que se deben a la interaccion de las variables
acopladas.
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Figura 22 — Velocidad angular a»(t) y comando de cupla g(@»); @»fina =0.0196 r/s.

1{\/\/\ /\""” |

yv v

0 2 4 6 8 10 12

s |
" LUUL -

0 2 4 6 8 10 12
t [seq]

Figura 23 — Velocidad angular ax(t) y comando de cupla g(ax); @:sfina =—0.004 r/s.

o

o, [r/s]

Fijando nuestra atencién en la Fig. 24 y teniendo en cuenta la tercera de las (30),
observamos que, siendo positivas las velocidades @ y s, su acoplamiento induce en
una aceleracion negativa que intenta hacer @, <—a, por lo que el comando g(s) aplica una
cupla de reaccidn positiva que lleva a a» a retornar a la banda de tolerancia. A medida que
a» se va reduciendo el acoplamiento disminuye y van apareciendo pulsos de g(ws) cuya
duracién minima corresponde a un paso de integracién (h = 5x10™ seg). El tableteo o
chatter desaparece al permanecer w; dentro de la banda de tolerancia.
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1

o [rad/s]

65 6.6 6.7 6.8 6.9 7
1 F T 13 T T ]
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-1 r r r r i
65 6.6 6.7 6.8 6.9 t[seq] 7

Figura 24 — Detalle del efecto de chatter en el comando de cupla g( as).

0.8

06 bl
0.4 -
0
|
5

e}
o
1

componentes de g

1

/
-0.2
-04
-06
08F

Figura 25 — Evolucidn del cuaternion de actitud en el Caso 5

10 15

t[seq]

Se comprueba en la evolucion del cuaternion de actitud de la Fig. 25 que, transcurridos los
15 segundos de la simulacion, la orientacion de los ejes del cuerpo queda definida por el
cuaternion q=[do, d, g2, ga]' =[-0.5142, 0.6804, -0.0689, -0.5176] .

Partiendo de la posicion inicial de los ejes de cuerpo {1,2,3} coincidente con la terna fija,
se tiene en términos de las coordenadas de referencia {N,E,D}

ejeli vi=[1,0,0]

eje 2i V2:[O, 1, O]

eje 3 V3:[O, 0, l]
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se puede calcular, aplicando la ecuaciéon de rotacion (20) a los vectores vi, Vo, V3, la
posicion final de los ejes de cuerpo, representada en la Fig. 26:

eje 1y vi=[ 0.4547 0.4385 -0.7752]
eje 2t Vv,=[-0.6261 -0.4617 -0.6284]
eje 3r va=[-0.6335 0.7710 0.0646]

1

N

1 2
e

05
0 3 1
05

D

05
0

Figura 26 — Posicion final de los ejes de cuerpo para el Caso3
1

-05 0 05 -1

: 1
Este tipo de representacion basado en la evolucion posicional de los ejes de cuerpo, resulta
muy pobre para brindar una sensacion realista del movimiento; es por ello que en el
apartado siguiente presentaremos un procedimiento de graficacion visualmente mas

adecuado.

2.3 Una alternativa para la visualizacion

Los apartados precedentes se enfocaron en el modelado fisico-matematico del movimiento
y en su simulacion numérica, analizando y validando los resultados obtenidos. EIl foco
ahora se desplaza a la visualizacion grafica de las sucesivas orientaciones que va
adquiriendo el cuerpo alrededor de su centro de gravedad, haciendo uso de unas pocas
funciones disponibles en Matlab. Para ello, partimos asociando una forma geométrica
elemental con el cuerpo en movimiento ®, cuyos vértices se muestran en la Fig. 27.

Los vértices estan definidos para ejes geométricos nominales, es decir para {Gi, G, Gz}
coincidentes con la terna de referencia {N,E,D} y origen arbitrario. Las caras se definen
por la secuencia de vértices que las componen. La forma adoptada corresponde a un dardo
con simetria axial. La posicion del centro de gravedad B es libre en la terna de disefio.

®) La forma elegida no tiene nada que ver con la geometria real del cuerpo y solo sirve para proporcionar una
visualizacién concisa e inequivoca de su actitud angular.
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vertices =

-0.5000 0.7500 0
-0.5000 0 0.7500
0.5000 -0.7500 0
-0.5000 0 -0.7500 1
0 0 0
0.4000 0.7500 0
0.4000 0 0.7500
0.4000 -0.7500 0
0.4000 0 -0.7500
2.5000 0 0
-0.0800 0.1250 0
-0.0800 0 0.1250
-0.0800 -0.1250 0
-0.0800 0 -0.1250
caras =
1 5 10 6
2 5 10 7
3 5 10 8
4 5 10 9
11 12 13 14

Figura 27 — Vértices y caras del cuerpo en ejes geométricos {Gy, G,, Gs}.

Para poder distinguir las caras durante la evolucion del cuerpo en el espacio, se adoptan los
siguientes colores para las “alas” del dardo: ala derecha (dirigida al Este) verde, ala
izquierda rojo, ala inferior (direccion +D) negro, ala superior amarillo®. A la cara posterior
(tapa cuadrada) se asigna color blanco a fin de evitar confusiones entre las vistas axiales
frontal y posterior del cuerpo.

colores =
0 1 0 (verde)
0 0 0 (negro)
1 0 0 (rojo)
1 1 0 (amarillo)
1 1 1 (blanco)

Figura 28 — El cuerpo en colores.

©) a distribucion de colores adoptada guarda correspondencia con la convencién internacional de luces de
navegacion.
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La secuencia de colores indicada en la Fig. 28, se corresponde con el orden de las caras de
la Fig. 27. Sintéticamente, los comandos Matlab correspondientes son:

vertices=[ -0.5 0.75 0; -0.5 0 0.75; -0.5 -0.75 0; -0.5 0 -0.75; 0 O 0O; 0.4
0.75 0; 0.4 0 0.75; 0.4 -0.75 0; 0.4 0 -0.75; 2.5 0 0; -0.08 0.125 0; -0.08 O
0.125; -0.08 =-0.125 0O; -0.08 O =-0.125]

caras=[1 5 10 6; 2 5 10 7; 3 5 10 8; 4 5 10 9; 11 12 13 14]
colores=[ 01 0; 0 O O0; 1 0 O0; 1 1 O0; 1 1 173

patch('Vertices',vertices, 'Faces',caras, 'FaceVertexCData',colores,
'FaceColor', "flat');

En la funcion patch que permite definir parches de superficies planas coloreadas, se ha
definido la propiedad 'rFacecolor' con laopcion 'fiat' (color liso). Una vez definido el
CUerpo que nos va a servir para visualizar los movimientos, ya podemos pasar a considerar
el manejo de cuaterniones y rotaciones en Matlab. La funcion quatmultiply(q,r) realiza
el producto gr siendo g el cuaternion de la izquierda (multiplicando) y r el cuaternion de
la derecha (multiplicador).

Por su parte la funcién Matlab quatrotate(q,v) donde g es un cuaternion y v es un
vector 1x3, implementa la rotacion de los ejes de referencia, es decir expresa al vector en
coordenadas rotadas. Por ello, si lo que se desea es rotar v en coordenadas de referencia
fijas, se debera en primer lugar conjugar el cuaternién de actitud gs=quatconj (q) Y luego
aplicar la funcion quatrotate (gs, v). Se invita al lector a corroborar estos hechos®.

) Se desconoce si en versiones mas actualizadas de Matlab persiste la particularidad indicada.
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Ejemplo. Se visualizan actitudes correspondientes al Caso 1 (pag. 27).

N N
E E
D t=00 D t=0.3927
T |
N
E
D t=07854
N N
E E
D t=15708 D t=1.1781
—

Figura 29 — Secuencia del primer medio giro del cuerpo de acuerdo a los
valores del cuaternion de actitud de la Fig. 15. Se muestra la terna inercial
{N,E,D} asociada con la posicidn del centro de rotacion (baricentro). Cada
imagen incluye el valor de tiempo para el cual se muestra la orientacion del
cuerpo.
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2.4 Animacion simple

La posibilidad que brinda Matlab de invisibilizar un grafico modificando el parametro
'visible' de 'on' (default) a 'off' permite producir una animacion simple, tomando la
secuencia de cuaterniones almacenados en el osciloscopio designado «cuaternién» en las
figuras 11 y 20, cuyos parametros se detallan:

B} 'custernion’ parameters L=[L— ‘cuaternion’ parameters L=l
GE"E”’" Hsstury| Style| General| H"S‘UW| Style‘
Axes
[ Limit data points to last: |S000
Number of axes: |1 [ Fioating Scope
Time range: |auto || Legends Save data to workspace
Tick labels: | bottom axis only = Variable name: tq
Format: Array -
Sampling
Decimation ¥ | |1
l oK I ICancell I Help ] I Apply ] I oK ] ICancell [ Help ] I Apply ]

Figura 30 — Configuracion del osciloscopio «cuaternion» de las Figs. 11y 19.

La informacién queda almacenada en la matriz tq que posee 5 columnas. La primera de
ellas contiene el tiempo de simulacién t—tq(:,1) mientras que los valores del cuaternion
de actitud se almacenan de la columna2ala5 qg=[qo, Q1, 02, 93] >ta(:,2:5).

Para la animacion se establece un marco de representacion 3D fijo (estructura de la figura),
sobre el cual se grafican actitudes sucesivas del cuerpo, dentro de un lazo que recorre todos
los valores del cuaternion almacenados en tq. A continuacion se expone el script Matlab
que implementa estos conceptos.

01 Animar script para animaciédn

02

03 % Preparacién del grafico

04 clf;

05 hf=gct;

06 view(3); hold on;

07 set (hf, 'Position', [565 67 888 728]);

08 hax=gca;

09 set (hax, 'YColor', [1 1 1], 'YDir', 'reverse', 'YLim', [-2 2],

'YTick', [], 'ZColor', [1 1 11, 'ZDhir', 'reverse', 'ZLim', [-2 2],
'Z2Tick', [1):

10 set (hax, 'DataAspectRatio', [1 1 1], 'XColor', [1 1 1], 'XDir',
'normal', 'XLim', [-2 2], 'XTick',[]):

11 set (hax, 'CameraPosition', [-31 28 -12], 'CameraTarget',6[1 0 0],
'CameraUpVector', [0 0 -11);

12 plot3([-2 2],[0 0],[0 O],"'k","linewidth',1);

13 plot3 ([0 01,[-2 2],[0 0],'k","linewidth',1);

14 plot3 ([0 0O],([0 O],[-1.85 1.85],'k","linewidth',1);
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15 plot3(0,0,0, "ko', '"MarkerSize', 4, 'MarkerFaceColor','k");

16 text(2.1,0,0,'N', 'FontName', 'Helvetica', 'Fontweight', 'bold") ;

17 text(0,2.1,0,'E', '"FontName', 'Helvetica', 'Fontweight', 'bold") ;

18 text (0,0,1.95,'D', '"FontName', 'Helvetica', 'Fontweight', 'bold");

19

20 $Definicidén del cuerpo en movimiento (en coordenadas geométricas)

21 vertices=[-0.5 0.75 0; -0.50 0.75; -0.5 -0.75 0; -0.50 -0.75;
O00O0; 0.40.75 0; 0.4 0 0.75; 0.4 -0.75 0; 0.4 0 =-0.75;
2.5 00, -0.08 0.125 0, -0.08 O 0.125; -0.08 -=0.125 O;
-0.08 0 =-0.125];

22 caras=[1 5 10 6; 2 5 10 7; 3 5 10 8; 4 5 10 9; 11 12 13 147];

23 colores=[ 0 1 0; 00 0; 1 00; 1 1 0; 1 1 171;

24 B=[0.65,0,0]; 9%Baricentro (ajustar al valor mis realista)

25

26 $Vértices en coordenadas baricéntricas

27 vertB=[vertices (:,1)-B(1l),vertices(:,2)-B(2),vertices(:,3)-B(3)1];

28 p=patch ('Vertices',vertB, 'Faces',caras,
'FaceVertexCData',colores, 'FaceColor', 'flat');

29

30 %$Animacidén 3D

31 ks=size(tqg,1l); %ntimero de filas de la matriz de datos

32 knm=80; %ntmero de muestras entre cuadros de la animacién

33 kani=knm-1; %contador de muestras

34 for k=1:ks,

35 kani=kani+1;

36 if kani==knm,

37 t=tqg(k,1l); 2%tiempo de la muestra

38 gs=[tg(k,2) -tg(k,3) -tg(k,4) -tg(k,5)]; S%cuatern. de act. conj.

39 figure (1) ;

40 set (p, 'Visible','off'");

41 ver=quatrotate (gs,vertB); %vértices rotados

42 p=patch('Vertices',ver, 'Faces',caras, 'FaceVertexCDhata',

colores, 'FaceColor', 'flat'");

43 title(['t =",num2str(t)]); %muestra valor del tiempo elapsado

44 kani=0;

45 end

46 end

El script esta suficientemente comentado. Como detalle destacamos que knm (linea 32)
lleva el valor del numero de muestras consecutivas al cabo de las cuales se refresca la
imagen, con el objeto de producir una animacion a la velocidad adecuada. Cada vez que el
contador kani se hace igual a xnm (lin. 36) se borra la imagen precedente (lin. 40), se
calcula la rotacion (lin. 41) y se actualiza la imagen (lin. 42). El lazo for (lineas 34-46)
provoca el barrido secuencial de los datos almacenados en la matriz tq.

En el Anexo se consigna el enlace al repositorio digital que contiene los archivos de
simulacion y visualizacion, para su uso inmediato por parte de los interesados.
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3. CONCLUSION

Se ha expuesto la aplicacion de cuaterniones para la animacién grafica de movimientos
utilizando un entorno Matlab-Simulink.  Tras una sintética presentacion del algebra de
cuaterniones y rotaciones se ha procedido a su aplicacion a la rotacion de un cuerpo rigido
en el espacio alrededor de su baricentro.

En lo metodologico se ha insistido en la validacion de las diferentes etapas transitadas,
partiendo de la validacion de las ecuaciones dinamicas y su simulacién por medio de
Simulink, contrastando las soluciones numéricas obtenidas con soluciones analiticas (si se
disponia de ellas) o analizando su plausibilidad a la luz de la interpretacion fisica.

Para la graficacion/animacion se ha propuesto un cuerpo de geometria simple dotado de
caracteristicas visuales que permiten definir univocamente su orientacion espacial y se han
aplicado funciones elementales de representacion disponibles en Matlab. Nuevamente, se
han contrastado las imagenes generadas con los valores de las variables de actitud, a fin de
producir animaciones correctas y estéticamente agradables.

Si bien en estas notas nos hemos limitado a utilizar cuaterniones calculados por simulacion,
el procedimiento puede ser extendido con facilidad a otras situaciones. Por ejemplo si se
cuenta con el registro de datos de actitud de vuelo de un avion o un drone (p.ej. angulo de
rolido, angulo de cabeceo y rumbo magnético), los mismos pueden ser convertidos a
cuaterniones de actitud, para visualizar la orientacidn angular del vehiculo a lo largo de su
trayectoria de vuelo.

El procedimiento de animacion descripto es absolutamente elemental. De acuerdo a la
version de Matlab-Simulink de que se disponga y de su integracion (funcionalidades y
toolboxes incorporadas), se puede transformar la animacion en una filmacion en diferentes
formatos standard, e incorporar comandos de avance-parada-retroceso u otros. Se insiste
que el objetivo perseguido por estas notas no ha sido brindar un tutorial de Matlab, sino
exponer un procedimiento facilmente implementable con recursos de hardware y software
limitados.

Reconocimiento

Se desea agradecer a Augusto Romero Onco por sus atinadas observaciones y las
sugerencias brindadas durante la fase de revision de estas notas.
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ANEXO

Subsistemas alternativos

Si no se dispone del toolkit «Aerospace Blockset» de Simulink, los subsistemas ss2 y ss3
de las Figs. 13 y 14, pueden ser configurados empleando los siguientes diagramas de
simulacion.

SS2A Calcula dg/dt

—p .
Matrix

dg/dt
u ‘ MO Product 172
fcn

0 -0

om

Matriz omega

Figura Al — Subsistema alternativo SS24 Calcula dg/dt

La Funcion Matlab matriz omega genera la matriz antisimétrica de la Ec. (28) de pag. 21,
de acuerdo al script:

function MO = fcn (u)

$#codegen

MO:[OI _u(l)l _u(2)l )r

u(l); u(3), u(2), -u(l), 0I;
i= 3

[

% u(i)=om(i) para

SS3A Integra dqg/dt

%Lq» > x

q'

fluy >+ a

normado

Integra

Norma(q) a/N(q)

Figura A2 — Subsistema alternativo SS34 Integra dg/dt

La funcidn norma (g) calcula sgrt (u (1) *u (1) +u(2) *u(2) +u (3) *u(3) +u (4) *u (4)) para
normalizar el cuaternion en cada paso de integracion.
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Como se muestra en la Fig. A3, ss2a y ss3a conducen al modelo cuater 2 a1t que Se
encuentra realizado totalmente con bloques pertenecientes al repertorio basico de Simulink.

I—V w1 g(w1) g1 om1 » »q —> ‘:l
dq/dt »iq’ q normado
» w2 g(w2) P g2 om2 »- P om cuaternion
P w3 g(w3) »{g3 om3 » SS2A Calcula dg/dt SS3A Integra dg/dt -0.5142]
SS Control SS1 Int 06804
ontro ntegra L_p

d(omega)/dt |:| -0.0689

] —> -0.5176
nl Modelo: Cuater_2_Alt

0,91, 92,93

V_ang Inicializar con: Ini_Cuater 4% at.qsq

Comandos

Figura A3 — Modelo Cuater 2 Alt.

Por cierto, el script de inicializacion de variables no cambia, y continda siendo

Ini Cuater.

Repositorio digital asociado

Los lectores interesados en acceder a los programas de simulacion descriptos en el presente
tutorial, tienen a su disposicion los siguientes archivos, que han sido generados empleando

Matlab R2014a:

Cuater 1.slx

Cuater 2.slx

Cuater 2 Alt.slx

Ini Cuater.m

Animar.m

Simulacién con funciones de comando g; constantes (Fig. 11),
incluye subsistemas realizados con «Aerospace Blockset».

Simulacién con control a lazo cerrado (Fig. 19), incluye
subsistemas realizados con «Aerospace Blockset».

Simulaciéon con control a lazo cerrado (Fig. A3), incluye
subsistemas realizados con bloques basicos de Simulink.

Script de inicializacién de parametros empleados en la
simulacion.

Script de animacidn gréfica.

a los que se puede acceder a traves del enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/1IDCTszxYJWghaZOimNZ32W30wNHqgM1rph?usp=sharing

¢
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