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PROLOGO

El presente trabajo sobre Mecdnica Racional constituye un aporte que es
fruto de muchos afios de experiencia en la materia y que ha sido concebido
como una solucién para el alumno en lo que respecta al seguimiento de las
clases con un Unico texto. Busca evitar la necesidad de tomar apuntes que
distraen la atencidn y a dejar abierta la opcién de anotar en los margenes
conceptos o detalles sustanciales surgidos durante las clases tedricas y practicas.

Siendo el objeto de la Mecdnica la comprension del movimiento de los
cuerpos, la obra estd organizada en cinco unidades: Cinematica del Punto
Material, Cinematica de los Sistemas de Puntos Materiales y del Cuerpo Rigido,
Cinética del Punto Material, Cinética de los Sistemas y del Cuerpo Rigido y
Dindmica Analitica.

La asignatura pertenece al tercer nivel del disefo curricular de Ingenieria
Mecdnica y se halla inserta en el area de materias Tecnoldgicas Basicas,
enlazando las materias del area de Ciencias Basicas como Fisica, Geometria
Analitica, Algebra y Calculo y las del drea de asignaturas Tecnoldgicas Generales,
en las cuales se estudian las maquinarias e instalaciones que el ingeniero
encontrard a lo largo de su vida profesional. Se trata de una materia integradora,
en la cual confluyen no sélo los conocimientos previos analitico — tedricos
adquiridos, sino también la capacidad técnica del alumno para tener en cuenta la
realidad fisica

El caracter formativo de la Mecdnica estd vinculado con su capacidad para
proveer bases conceptuales adecuadas para la incorporacion de otros
conocimientos de disciplinas como las que se desarrollan en las asignaturas de
niveles superiores.

Asi, la asignatura constituye un nexo entre el complejo fisico —
matematico creado por el Hombre en su busqueda permanente de explicacién
racional para los fendmenos naturales y la realidad concreta de los mecanismos
y sus movimientos, los que luego se reflejaran en cada parte de maquinaria.

Debido al constante avance en la tecnologia de los materiales y a los
modernos métodos de fabricacidn, se ha hecho posible fabricar maquinas cada
vez mas veloces con componentes livianos que soportan esfuerzos dinamicos
significativos.

Tratandose en Mecanica Racional contenidos de naturaleza puramente
dindamica —se excluye la Estatica en su programa sintético- resulta obvio que el
Ingeniero Mecanico debe acreditar los conocimientos enunciados en los
objetivos de la asignatura para lograr la resolucién de problemas tecnolégicos en
su drea de conocimiento especifica.

La presente versién constituye una actualizacion de la monografia original
“Teoria de Mecdnica” editada por el Laboratorio de Técnicas Educativas de la
Facultad en 1998 y que merced al Programa Bibliotecas del Fondo para el
Mejoramiento de la Educacion —FOMEC 333- se halla disponible en internet
desde entonces. En ésta se han incluido contenidos inherentes al cambio de
nombre de la asignatura -de Mecdnica del Sélido a Mecanica Racional- luego del
primer proceso de acreditacion ante la CONEAU de la carrera Ingenieria
Mecdnica que concluyera en 2004.



Asi, se ha agregado un nuevo Capitulo —el quinto- sobre Dinamica
Analitica, brindando otro punto de vista —el escalar- al del tratamiento
eminentemente vectorial que predominaba hasta aqui; se han completado
temas y corregido errores tipograficos presentes en la obra original.

Se ha reordenado y ampliado el Apéndice 1 sobre Tensores Cartesianos,
con la intencion de promover el aprendizaje significativo al relacionar las
propiedades de las magnitudes tensoriales con los conocimientos previos de
transformaciones lineales adquiridos en Algebra Lineal.

Con el doble objeto de coadyuvar a la mejor comprensién de conceptos
tedricos y de hacer hincapié en que los alumnos experimenten con total
intensidad la excluyente relacién teoria-practica, valorando la consecuente
necesidad de abordar las practicas munidos de las herramientas brindadas por la
teoria, se han agregado problemas ejemplos resueltos al final de cada apartado
tedrico sustantivo.

Con los mismos objetivos, también se ha sumado en un nuevo Anexo —el
2- un problema integrador ejemplo resuelto, el cual requiere para su anélisis la
aplicacion progresiva de los conceptos principales de cinematica y cinética del
cuerpo rigido con la intenciéon de relacionar los temas estudiados en los distintos
capitulos. Para cada expresion utilizada, se hace referencia a su localizacion en la
teoria.

Se advierte a los alumnos la conveniencia de recurrir a la profusa
bibliografia de la asignatura cuantas veces les sea necesario para una necesaria
complementacion y cabal comprension de los temas.

La obra estd dirigida a los cursantes de la asignatura Mecanica Racional
del tercer nivel de la carrera de grado Ingenieria Mecdnica de la Universidad
Tecnolégica Nacional, aunque podria ser usada como base por alumnos de otras
ingenierias, quienes deberian adaptarla a los contenidos de sus programas.

Liberto Ercoli
Virginia Azurmendi

Departamento Ingenieria Mecanica
Facultad Regional Bahia Blanca
Universidad Tecnoldgica Nacional



INTRODUCCION

La Mecanica tiene por objeto el estudio del movimiento de los cuerpos,
busca sus causas y las leyes que lo rigen, atendiendo las fuerzas que lo provocan.

El concepto de movimiento es relativo; para hablar de él debe tenerse en
cuenta que un cuerpo se mueve cuando su posicién cambia con respecto a otro
cuerpo tomado como referencia.

Para la Mecanica, cuerpo es un conjunto continuo o discreto de puntos
materiales o de particulas, que son entes desprovistos de dimensiones (punto
geomeétrico en el sentido del tamafio), aunque se admite la abstraccién de que
pueden poseer masa.

En cuanto a las fuerzas que intervienen y que provocan el movimiento,
son las de origen gravitatorio (accién de un cuerpo sobre otro), elastico, de
rozamiento, de resistencia fluidodindmica; pero no entran bajo la consideracidn
de la Mecanica las de origen electromagnético o térmico.

Es costumbre dividir a la Mecanica segun el siguiente cuadro:

del punto material (PM)
Estética ) )
de los sistemas de puntos materiales (SPM)

MECANICA ( {del PM

Cineméatica
de 1los SPM
Dindmica
del PM

de 1los SPM

{Cinética {

Con respecto al cuadro precedente, el presente curso de Mecanica
Racional no contempla en su programa el estudio de la Estatica (la cual, por otra
parte, resulta un caso particular de la Dinamica).

De acuerdo a la definicion de Mecanica dada mas arriba, resulta que la
misma es esencialmente Dinamica (movimiento).

La Cinematica consiste en estudiar el movimiento sin hacer referencia a
las fuerzas que lo originan, mientras que la Cinética relaciona la accién de las
fuerzas que se ejercen sobre los cuerpos con los movimientos resultantes.

Los avances en el conocimiento del movimiento de los cuerpos reconocen
una concatenacién de aportes por parte de diversos cientificos con el correr del
tiempo. Sélo por mencionar algunos hitos de la rica historia de la Mecdnica, se
presenta a continuacion un breve resumen.

Leonardo da Vinci (1542-1519) relacioné los momentos estdticos con el
equilibrio de los cuerpos. Prefigurd el trabajo de Galileo sobre el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado.

Se admite que la iniciacidon del conocimiento racional de la dindmica se
debe a Galileo (1564-1642) para quien la falta de precisién en la medicion del
tiempo constituyd una seria dificultad. Enuncid y verificé experimentalmente las
leyes cinemdticas de la caida de los cuerpos, y otros movimientos
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uniformemente acelerados. Descubrié la ley de inercia que mas tarde fue
formalizada por Newton. Observd que las fuerzas producen aceleraciones.
Descubrié la composicion vectorial del paralelogramo y obtuvo la trayectoria de
un proyectil. Construyd el primer telescopio y con él efectud profundos
descubrimientos astrondmicos.

Un contemporaneo de Galileo, Kepler (1571-1642), descubrid tres leyes
empiricas fundamentales del movimiento planetario a partir de las
observaciones del danés Tycho Brahe. Concibié la gravedad como la andloga
de la atraccion magnética.

La invencion del reloj a péndulo por Huygens (1629-1695) en 1657
permitié posteriores avances de gran importancia en dinamica. Cred ademas la
teoria del centro de oscilacién, determind el valor de g mediante mediciones
pendulares, dedujo las ideas de fuerza centrifuga y aceleracion centripeta,
establecio la conexion entre el trabajo y la energia cinética.

Es Newton (1642-1726) quien formula con precisiéon las leyes del
movimiento y fundamenta sélidamente la dinamica. Descubrié la ley de
gravitacion universal. En 1686 enuncié formalmente como axiomas las “leyes del
movimiento”, que forman la base para describir matematicamente la dindmica
de un sistema. Generalizd la idea de fuerza; introdujo el concepto de masa;
formuld claramente el principio del paralelogramo de fuerzas; establecio la ley
de accion y reaccion.

Después de Newton, aportaron grandes contribuciones a la Mecanica, Bernoulli
(Jacobo, John y Daniel), Euler, D'Alembert, Lagrange, Laplace, Poisson, Coriolis,
Hamilton y otros.

Einstein (1878-1955), en sus teorias de la relatividad especial (1905) y
general (1916), introdujo los nuevos conceptos de espacio-tiempo necesarios en
el estudio de las particulas atdmicas que se mueven en espacios muy pequeios a
altas velocidades. La masa variable (dependiente de la velocidad) y el tiempo
variable son conceptos originales.

La importancia de la Dindmica en la ingenieria se ha tornado superlativa
con el desarrollo de las tecnologias en las ultimas décadas; las maquinas y
estructuras de soporte funcionan a grandes velocidades y con aceleraciones
apreciables, mientras que los materiales que las constituyen se tornan mas y
mas livianos y resistentes. Este hecho induce a pensar que excepcionalmente un
ingeniero, cualquiera sea su campo de especializacion, podra prescindir de
conocimientos basicos sobre Dinamica.
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Capitulo 1- Cinematica del Punto

Capitulo 1

CINEMATICA DEL PUNTO

1. CINEMATICA DEL PUNTO

La Cinematica consiste en estudiar el movimiento sin hacer referencia a las fuerzas que
lo originan analizando las sucesivas posiciones del punto en el espacio en funcién del
tiempo.

El movimiento de los puntos puede describirse especificando las coordenadas lineales
y angulares y sus derivadas respecto a marcos de referencia que pueden ser
considerados “fijos” (analisis del movimiento absoluto), o “mdviles” (andlisis del
movimiento relativo).

Los sistemas de coordenadas se eligen arbitrariamente en el marco de referencia
adoptado en funcion de la geometria del problema en cuestién. Las coordenadas mas
corrientes son: cartesianas, polares, cilindricas, esféricas, intrinsecas y generalizadas.

Coordenadas cartesianas: (x, y, z)

a) Terna derecha o dextrégira b) Terna izquierda o levdgira

Mirando desde el afijo (flecha) de
uno de los versores, el sentido de
giro en el plano de enfrente debe
ser antihorario.

Mirando desde el afijo (flecha) de
uno de los versores, el sentido de
giro en el plano de enfrente debe
ser horario.

Como convencidén, se acuerda que en el caso de dibujar solamente dos ejes, el tercero

sale de la hoja hacia el lector.
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Mecdnica Racional

Coordenadas polares: Se define un polo, un eje polar y a partir de ellos, la posicion
lineal y angular de un punto.

0 (polo)

eje polar

La base esta constituida por el versor radial ¢ que tiene sentido positivo alejandose
del polo en la direccién del vector posicion ¢ (con origen en el polo y extremo en el

punto), y por el versor transversal @ que es perpendicular al é con sentido positivo en
la direccidn creciente del angulo 4.

Coordenadas cilindricas: Son las coordenadas polares (¢, ) mas la posicidn de la

particula en la direccién perpendicular (lg)al plano polar (cota z).

o P(e6,2)

eje polar

Como se vera mas adelante, todos los sistemas coordenados son relacionables entre si.

Trayectoria: es el lugar geométrico de las posiciones ocupadas por un punto mévil con
el transcurso del tiempo.

Ecuacién del movimiento sobre la trayectoria:

Una forma de dar la posicién de un moévil es suministrar el valor del camino recorrido
sobre la trayectoria (o posicidon de la particula respecto de un punto tomado como
referencia). Es una forma escalar y graficamente se tiene:

12



Capitulo 1- Cinematica del Punto

| \? trayectoria

\ ..,

[ (Posicion) =1 y
/—.\ t

=1

I =1(t) es la ecuacion del movimiento en forma escalar. Para el instante inicial (t = 0), el
movil ocupara en general una posicion dada por el arco /, (espacio inicial) respecto al
origen de la posicidn. /; es una posicion de alejamiento maximo desde el punto tomado
como referencia.

En t, el movil esta en la posicién donde se comenzaron a medir los tiempos (I, = Ip). En
t3 el movil pasa por el punto tomado como referencia para medir las posiciones.

La funcion | = | (t) es continua por cuanto un punto no puede ocupar mas de una
posicidn para un instante dado. Esta forma de dar la posicién se usa cuando se conoce
la trayectoria.

Ley del movimiento:
Otra forma de dar la posicién de un movil es a través del vector posiciéon (P —0) =7
En un sistema de coordenadas cartesianas se tiene:

7)) = x(0)i + y() ]+ z(Dk

Esta es la ecuacién del movimiento
en forma vectorial.

Cada una de las coordenadas sera
una funcién continua del tiempo,
siendo las ecuaciones
parameétricas:

x =x(t)
y=y()
z=2z(1)

Las proyecciones del mévil sobre cada eje coordenado constituyen los movimientos
proyectados:

>

Fo=x(t)-i 5 Fo=y(0)-] 5 Fo=z(1)-

13



Mecdnica Racional

Al moverse el punto en su trayectoria, sus proyecciones sobre los ejes serdn
movimientos rectilineos. El movimiento real puede asi ser pensado como la
composicién de los 3 rectilineos simultaneos.

La relacion entre 1(¢)yr viene dada por:

dl = Jdx* +dy® +dz* =|di| 5 1-1

o

= J:Ot\/dxz +dy? +d2*

1.1 Concepto de velocidad:

Sea el punto P que se mueve describiendo la trayectoria indicada en la figura segun la
ley I =1(t)

en: r=t —>=ll=l(tl)
en: t=t, —>12:l(t1+At)

En el intervalo de tiempo el mévil habra recorrido un camino:
AN=1,—1,=1(t, + At) - 1(z,)

| -4

[= 10 L P(t0)

14



Capitulo 1- Cinematica del Punto

Al
A la relacion A_t se la denomina expresidn escalar de la velocidad media

Al
Vm=—
At

Luego, esta velocidad es una magnitud escalar y es la rapidez con que se recorren los
espacios en el tiempo. Cuando esta expresidn se mantiene constante cualquieraseaty
A t, el movimiento es uniforme. De igual forma:

AF -
E = Vm = expresion vectorial de la velocidad media

Para intervalos de tiempo muy pequeiios (At — 0)

Al dl
lim —=—=V expresién escalar de la velocidad instantanea.
A0 At dt
AT od et
lim — =—=1V expresion vectorial de la velocidad instantanea. Veamos
A0 At dt

si ambas expresiones se relacionan entre si. Siendo r una funcidén del tiempo a través
de |, se tiene:

F=7[l()]

di d7 dl V@
dt  dl dt  dl

pero en el limite d 7 estangente ala curvaydles el médulode d7 (y un vector
sobre su modulo es un versor):

y
En el limite, es |d77| =dl

ar -
Luego, E =1 versortangente ala

trayectoria

y V=v-I (1.1)
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Mecdnica Racional

Es decir, el vector velocidad tiene siempre la direccién tangente a la trayectoria en el
punto considerado, un sentido concordante con el del movimiento y un médulo dado
por la expresidn escalar de la velocidad. La ecuacidon (1.1) es la expresidn vectorial de
la velocidad referida a una terna intrinseca. Graficamente:

Esta terna acompafia al punto en su movimiento. El versor tangente 7 positivo estd
dirigido a lo largo de la curva espacial (trayectoria) en el sentido en que se incrementa |
(t). Esta direccidn estd siempre univocamente especificada.

En cuanto a la direccién normal, sin embargo, hay un numero infinito de rectas
perpendiculares a 7 por P. Para hacer una eleccién Unica del versor 7 es necesario
considerar el hecho de que geométricamente la curva consiste de una serie de
“segmentos de arco diferencial” dl, cada uno de los cuales se construye segun el arco

de un "circulo Unico" que tiene un radio de curvatura p y un centro de curvatura 0'.

trayectoria

El versor normal »” que se elegira esta dirigido de P a O' y su recta de accién coincide
con la normal principal a la curva en P.

El plano que contienea 7’y »" sellama "plano osculador", el cual se mantiene fijo si
el movimiento es plano, por lo que es en este tipo de movimiento donde estas

coordenadas tienen su mayor aplicacién.

16



Capitulo 1- Cinematica del Punto

El tercer versor de la terna, denominado binormal, queda definido por:

A

b=1nh

Expresion vectorial de la velocidad referida a una terna cartesiana:

sea #(1)=x(t)-i +y(t)-]+z(t)-k
Luego
- - odx, dy. dz~ o dr

VZI’ZEZ+E]+E/€ , T=E—C

=N

V=Vx-i+Vy j+Vz-k

V=Vx+Vy+Vz

Vx, Vy, Vz, representan las proyecciones de

la velocidad del punto sobre los ejes

coordenados, siendo a su vez las
velocidades en los movimientos proyectados.

El médulo de V' es el valor encontrado para la velocidad escalar, ya que:

dl dx \ dy > (dzY
dl: d 2 d 2 d 2 —:V: (—j (—) (—) ’
\/x+y+z Y dr \/dr ar) "ar (1.9

Expresion vectorial de la velocidad en coordenadas cilindricas:

Az Sea ¢ = versor radial
é= cos@ f+sen(9j: e(t)
F(ty=e-é+z-k

de de dz ~

V=F=—é+—e+—k

dt dt dt

-0 sen@ i +0cosb |

0 (—sen@ [ +cos6 j)

>

. do A A A
donde 9:; y 6 =-—senf i+cosb j

17



Mecdnica Racional

Como se observa, 6 es un versor girado m/2 con respecto al versor ¢ en su plano y

A

de . .
recibe el nombre de versor transversal. Asi ;: 6 0 y por lo tanto:
t

- de - A odz o~
V=—e+e-0-0+—k
dt ¢ dt (1.2)

V=V -e+V,-0+V, -k

V. se denomina velocidad radial o de desplazamiento y Vg transversal o de circulacién

| valor del médulo serd: | %] +(e-0) (<]
El valor del médulo sera: o +(e~(9) +; (1.2)

1.2. Concepto de velocidades angular y areolar:

Al pasar el punto Pl(t:tl) a la posicién P2(1=11 +At) el vector 7 experimenta
una variacién de direccién medida por el dngulo AO en el lapso At.

AL . . .
Alarelacion —=0,, se la denomina velocidad angular media en el lapso

At
tyat + At
Az
trayectoria Py (t=t1) V]
P3 (t=t1+At)
A}_.
Po (t— _
o (t=0) :«k \ r AS -
0| ./ 46 .
— o }
0 j
i
X
Cuando At — 0:
A6 do
lim —=—=0 (1.3)

At—0 At dt

gue se denomina velocidad angular instantdnea

18
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Capitulo 1- Cinematica del Punto

Estas expresiones valen para trayectorias planas (solo se necesita intensidad y
sentido). Si la trayectoria es alabeada es necesario representar a ® por un vector
normal al plano determinado por 7y 7+ A7 y cuyo mddulo es la velocidad angular
escalar.

El drea As que describe r en At puede representarse por el semi producto vectorial
entre 7y Ar (area de un triangulo).

A§=1?AA7
2

obteniéndose un vector representativo del area. Armando el cociente incremental, se
tiene:

AS 1. AF
—_— =7 A—
At 2 At

que es el vector velocidad areolar media y pasando al limite:

lFAl7=S; 595 (1.4)
A0 At 2 t

vector velocidad areolar instantdanea (perpendicular al plano determinado por FyI7,
aplicado al punto 0, puesto que 7 es aplicado).
El médulo sera:

A
A S= ersem// = erg
5 < 2 2
P
P PN Por lo tanto:

7 i 1 2 , ’

S=—r--60 (1.4)
NP 2
é

Y

19



Mecdnica Racional

1.3. Concepto de aceleracidn:

Se analizard ahora la rapidez con que varia la velocidad en el tiempo.

Para pasar de P; a P, la velocidad

P, (t=t|+At) ) Dl
varibde ¥V, aV, en:

=l
g

AV =V, -V,

___________

Q

A la relacion

m

se la denomina expresion vectorial de la aceleracion media.

Tomando limite:

lim —=—=a=—5 (1.5)

V=v-1=—I
t
oo av___av,  di
uego: l‘_a_ ’ i

El primer sumando recibe el nombre de aceleracidn tangencial:

LAV d . dv

a=—=—1 a,=—-I
dt dt dt
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travectoria

/
Para calcular / =— ndtese que cuando la particula se mueve a lo largo del arco dl en

dl
t
el tiempo dt, / conserva su magnitud unitaria cambiando sin embargo su direccidn, de

modo que se vuelva /' .
Si se grafica a continuacién el cambio (variacion) dl de !/ :
n

Rty

df

Aqui di se extiende entre dos puntos que estan sobre un arco infinitesimal dO de

di tiene un moédulo dli=7/dO y su direccidon se define por 7

radio ‘i‘:l
Por lo tanto,
.Consecuentemente:
~ . dA A
dl=dfn 0 —t=l=6?n
I vV
_:H:_:_
p P

s dl=p do
y como Yo, -

por lo tanto
Por lo tanto, la expresion final del vector a cuando se lo refiere a la terna intrinseca es
(1.6)

21
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Graficamente:

Conclusiones:

a) El vector a no tiene componente segun la binormal y por lo tanto estda contenido
en el plano osculador en el punto considerado.

b) La a,tendra siempre la direccién de la velocidad y define la variacién del médulo de
la misma.

c) La a,puede tener el mismo sentido o contrario que la V de donde resultan los
movimientos acelerados y desacelerados respectivamente.

d) La a, estd siempre orientada hacia el centro de curvatura y define el cambio de
direccién del vector velocidad a lo largo de la trayectoria.

Vi Andlisis del cambio de
direccién del vector velocidad
en dos puntos proximos de la
trayectoria
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Componentes del vector aceleracion cuando se lo refiere a un sistema de
coordenadas cartesianas.

Si la ecuacion del movimiento se refiere a una terna (O,i,j,k) , es decir:

Detalle en
P
& _d? _dx. dy . dz
dit — dt*  at* dr? dr*
dVx . dVy . dVz -
= i+ Jj+ k
dt dt dt
(1.7)

luego: d=a,l+a,j+ak

. _ (2, 2, 2
ysumodulo a =,/a; +aj +a;

ax, ay, a; son las aceleraciones de los movimientos proyectados.
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Componentes del vector aceleracion referido a un sistema de coordenadas
cilindricas:

Sea F(f)=e-6+z-k

donde: é=cos@-i+senf -

Analizando el plano polar:

de do N N dO A N -
Rl g === P J
0 dr ( sen@ -i +cos@ ]) r 0 0
Vi : 0
con 6 L ¢
e
oo, s, 0 4
ueeo = e U dr
N
Y derivando:
LAV _de dede ded) s d'0 5 dOdD d’z.
“a T ar T dear dear S ar " T ar dr  di?
Pero:
a0 = i(— sen0i +cos Hj)zﬁ(— cos Qf—senﬁj): —ﬁé
dt dt dt dt
Luego:

a=

d’e, dedd ; dedd 5 d°0 (ﬁj2A+d_zz,g
aar dr” ardr . Car T Nar) T ae
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de d@

dt dt

228 e
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2 2
Cals, O

1.8
dt? dt (1.8)

donde: a, es la aceleracion radialy a, la transversal
a, eslaaceleracién en el sentido de la cota y coincide en coordenadas

cartesianas o cilindricas.

En resumen, para una trayectoria plana:

Este grafico muestra las componentes de un mismo vector aceleracion en los distintos
sistemas de coordenadas. Obsérvese que las componentes varian de un sistema a otro,

pero el vector a es unico.
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1.4. Conceptos de aceleraciones angular y areolar

Repitiendo conceptos anteriores y teniendo en cuenta el apartado 1.2:

V]

Al pasar de P(t) a Py (t + At)

la velocidad angular se

incrementa de
®aom=0+Ao

Py (t+At)
v

| lacig .Aa)
A la relacion: A7 =Vm
se la denomina aceleracion
angular media en el lapso
At.

Si Ym es constante cualquiera sea At el movimiento angular es uniformemente
variado. En el limite:

. Aw do d*6
lim —=y=—=

- (1.9)
Ai—0 At dt  dt?

Que se denomina aceleracidén angular instantanea y refleja la rapidez de variacion de la
velocidad angular en el tiempo.

Sean S, yS’ las velocidades areolares en los instantes (t + At) y t respectivamente. El
vector:

AS 5§
At At

define la aceleracién areolar media.

AS dS 4’
lim = =
N0 A dE diE?

_S (1.10)

es la aceleracion areolar instantanea

Conociendo que § =—FAV y derivando:

1
2

§=—V/\I7+ll7/\ii—>
2 2

L
I

(1.10)

hll
>
Q)

N | =

26
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1.5. Expresiones de Gaston Darboux

Estas expresiones son sumamente importantes, puesto que permiten calcular en
forma rdpida las componentes de los vectores velocidad y aceleracién seglin un
sistema coordenado dado, cuando se tienen las ecuaciones horarias del movimiento
en otro sistema, constituyendo una herramienta de transformacién.

Sean dadas por ejemplo:

F)=xi+yj+zk
V(t)y=Vi+V,]+V.k

a(ty=a,+ ayf + aZ/€

Considerando las expresiones de V'y a referidas a la terna intrinseca:

Y efectuando el siguiente producto escalar:

V-a=Va

1

luego: a,= VI} (1.11)

Q!

Utilizando ahora el producto vectorial:

b a=— (1.12)

Il
N
S

Il

VA a

También puede determinarse el radio de curvatura de la trayectoria:

V3
P:m (1.13)

Con esta expresion se puede hallar el radio de curvatura de una curva dada con
independencia del movimiento. En efecto, suponiendo un movimiento segin una de
las coordenadas y conociendo la curva, se tiene la otra coordenada; luego se hallan

V y a y se aplica la ultima expresion.

El mismo procedimiento puede emplearse para pasar de coordenadas cartesianas a
polares o de polares a intrinsecas.

Para una mejor comprensién de las expresiones de Darboux se sugiere realizar la
grafica de la trayectoria y en el punto dibujar los vectores posicién, velocidad y
aceleracion con sus respectivas componentes.
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1.6. Diagramas:

Es comun en la mecanica representar graficamente algunos de
los parametros estudiados. Los diagramas usados mas comunmente son:

a) Diagrama posicion - tiempo:

!

-

0

| |

l=1(t)

dl . .
Como —=V, la pendiente de la tangente a la curva / = /(t) en cualquier instante

dt

representa el médulo de la velocidad instantanea: V = tg ¢

b) Diagrama Velocidad-Tiempo:

AV

v=v(t)

l|.

aquies V=V (t)

v dl
pero It
dl =V dt

I-1, = vdi

28
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la superficie debajo de la curva v = v(t) representa el desplazamiento sobre la

. L av .
trayectoria desde t; a t; ademas, siendo q, =7, la pendiente de la tangente en un
t

punto representa el médulo de la aceleracion tangencial: gy =a,.

c) Curva Hoddgrafa:
Sea una trayectoria cualquiera sobre la que se dibujan los vectores velocidad;

hoddégrafa

Tomando un polo 0 y trasladando a él los vectores velocidad paralelos a si mismos, se
observa que:

Es decir que la velocidad del punto P’ que recorre la hoddgrafa es la aceleracion del
punto P que describe la trayectoria.

d) Diagrama de aceleracidn-tiempo:

| ag

aquiesar=a; (t);y dv=a;dt

a=art)

v-v,=[ adr
4l

Av

La superficie debajo de la curva a = a(t) mide la variacién de la rapidez en el intervalo
de tiempo.
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1.7. Movimientos - Estudio cinematico.
Puede decirse que en la Mecanica todo se reduce a dos tipos de problemas:
a) Problema inverso: Se tienen las ecuaciones del movimiento y se desea conocer la

aceleracion. Es el problema mas sencillo, puesto que sélo implica derivar las
ecuaciones de movimiento, pero el que menos se presenta.

b) Problema directo: Dada la aceleracién, determinar la ecuacién horaria. Aqui pueden
presentarse problemas, ya que la integracidn puede resultar dificultosa. Este es el
verdadero problema de la Mecanica, puesto que la naturaleza impone las causas del
movimiento.

Se analizaran a continuacion algunos tipos de movimientos de interés en Mecanica.

1.7.1 Movimientos periddicos:

Definicién: un movimiento es periddico cuando en intervalos iguales de tiempo se
repiten sus propiedades cinemadticas, es decir, posicion, velocidad y aceleracién

(7,V,a) .
El intervalo de tiempo en que se repiten estas propiedades cinematicas recibe el
nombre de periodo (T).

Al nimero de periodos que se cumplen en la unidad de tiempo (el segundo) se lo llama
frecuencia (f) del movimiento, y es:

en T seg. 2> 1 ciclo de movimiento
1 ‘rciclos—|
7 e
en 1seg. = r $€8- 1 o [Hertz]

Como se verd, el mas simple de los movimientos periddicos es el movimiento circular
uniforme.

30



Capitulo 1- Cinematica del Punto

1.7.2. Movimientos Circulares:

Son aquellos en que la trayectoria del punto en movimiento es una circunferencia.
Para el estudio de estos movimientos es mas sencillo utilizar coordenadas polares,
eligiendo como polo el centro del circulo.

0, = fase inicial del movimiento
Ro = posicion inicial
e = OR =r=_cte.

eje polar

Pueden presentarse varias alternativas particulares del caso general:
a) en el caso mas general: 0 = O(t) = funcion cualquiera del tiempo

e=re
V=eé+ted O
. . do ~ R
pero: ezOy@zE:a)(t).'.V:ea)H

A

Siendo en la trayectoria circular @ =1/ (versor transversal coincide con el versor
tangencial)

V=ecw | ; V=eow=row (1.14)

es decir que el vector velocidad es siempre normal al radio.

Para la aceleracion:

. .2 . . A
a=|r—-ré é+{2r9+r¢9}0
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—rw*é+r60 :

a

pero e=-n (versor normal)

>

Luego:

a=yrl+o°rn (1.15)

b) si y = cte, el movimiento circular se llama uniformemente variado y no es periédico:

éz]/ —>do=y-dt 'y o-w,=y (t-t,)
2

si t,=0>esw=y-t+m, y 9:7/?+a)0 140,
¢) Si o = cte. (y = 0), el movimiento es circular uniforme, aqui a; =0
Este movimiento resulta periddico puesto que si ® = constante, a partir de cualquier
posicion y en tiempos iguales, se repetirdan r, 17, da.
Aqui el periodo de tiempo empleado por el mévil para recorrer una vuelta con
velocidad o es:

angulo recorrido 2
‘ =t>T=—
velocidad angular w
la frecuencia: f = 1o
y YT 2x

las expresiones de movimiento para este caso son:

w=cte=0..d0 =wdt
Ent=0,es06=0y 2>

6=cwt+0, (1.16)

En movimientos circulares se acostumbra hablar mas del nimero de vueltas por
minuto (rpm) que de rad/seg. Es otra forma de expresar la frecuencia.

1.7.3. Movimiento oscilatorio armdnico (MOA)

Es el movimiento de un punto P° que es proyeccién de otro P que describe un
movimiento circular uniforme;
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~

Q.J“‘,.,’

Asi por ejemplo, el punto P’ realizara sobre el eje pp un movimiento oscilatorio
armonico siempre que sea proyeccidén del punto P que describe la circunferencia de
centro O y radio r con ® = cte respecto de O. Para simplificar se acostumbra tomar el
eje de proyeccién sobre uno de los didmetros y el origen en O:

Ja) = cte = velocidad angular
Para P es: \r=cte=radio

0 = ot + 0, = argumento o fase

Para P’ es:

O = centro de oscilacién
x = elongacién o posicién
r = semiamplitud

2r = amplitud

., . 2
= pulsacién o frec. circular = —
T

0 = fase o angulo de fase

La elongacidn estd dada por:

x=rcos@=rcos(w-t+06,) (1.17)
y: X, = cos 0,
luego: V=x=-r-o- sen (w-t+6,) (1.18)

a:}é:—r.a)z.cos(a)-t+¢90) (1.19)
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Puede demostrarse que este movimiento es periddico, para lo cual basta con evaluar x,
V y a, a partir de un instante cualquiera tomando tiempos iguales al periodo del
movimiento:

(

x, =rcosf,
t=0 J V,=-w-rsend,

_ 2
a,=—".r.cosf,

X, = rcos(27r +0 )= r-cosd, =x,
0

2
t=T= % vV, = —ra)sen(27r +6, ) =—rwsend, =V,
w
a, =-ro’ cos(27r +0, ) = —ro’ cosl, = a,
2

Asi, el periodo de este movimientoes: T=—
[

Valores Caracteristicos del Movimiento Oscilatorio Arménico: reciben esta
denominacion los valores maximos y nulos de x, V y a. Veamos cuando se producen.

1) Elongacion nula (x = 0)

X =7 Cos (a)-t+¢90)
cos(a)-t+490)=0
w140, =(2.n+1)% (n=012...)

el instante de nulidad, sera:

« (2n+l)7w/2-0,
I =

(4]

2) elongaciéon maxima o velocidad nula:

X=Xx_,=T Sx=V=0
V=—a)~r'sen(a)-l+90)
sen(a)-t+t90):0
w-t+0,=n-7 (n=0,1,2,....)

t**_l’lﬂ'—eo

(0]

3) Velocidad maxima o aceleracion nula:

V=Vméx=wr V:a:o
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a=—co2 -r-cos(a)-t+6’0)

cos(a)-t+00)=0 Lo t+6,=(2.n+1) %

t*:(z.n+1)%—00
(0]

4) Aceleracién maxima:

_ — 2 o
a=a,, =or—>a=0
a:a)3rsen(a)t+90) St =

Al hablar de x, V y a maximos, se entiende que se habla de mddulos, por ello sélo se ha
aplicado la primera derivada temporal como condicion de extremo (maximo o
minimo).

Gréficas de las funciones correspondientes al MOA.
Graficando x, vy a en funcién de 6:

X x Ty m iy, 2r sy,
A i
Xx=rcos0
—— -..__‘\ . T= 2?-[)( W
r :
0F0 H {seg
=10 ; ] .
H s sl e — e ¥ c— *
2m rad ; ;
I seg
A

; ¢ v = -@r sen 0
or | | | |
oko | s ; | tseg
; } -
t=0 ' i ]
-wr
S~ :

.......... ‘. a=-wlrsen@

w?r
0EO | | : ? 1seg

-wlr

Dado que el eje de abscisas representa la fase del movimiento, el diagrama (V-6) no
constituye la gréfica (V-t), aunque 0 = 0O (t). Para ello, debe reemplazarse 0 por t en las
escalas, luego:
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O=wt+0,

Para t = 0 (origen de tiempos) sera 6 = 6, por lo tanto, puede ubicarse el origen de los
tiempos para el valor 0, en los graficos anteriores. Con respecto a la escala, se esta

condicionado por aquella que se adopté para los 0. Veamos por ejemplo: si se hubiese

, T seg
corresponderia tomar Escala ¢= .
10 cm 10 cm

En otras palabras, al segmento que representa 6=27rad , le corresponde en el

2
tomado Escala 6 =

‘e . . 2
grafico de tiempos, el mismo segmento pero representando 7 =— seg.
w

Ecuacidn diferencial del MOA
El tratamiento precedente del MOA se basd en consideraciones graficas y cinematicas.
Resulta importante también dar al mismo un tratamiento analitico equivalente.

.7 . s il 2
La expresion de la aceleracion (1.19) puede reescribirse como a=—-w"x o:

X+ x=0 (1.20)
que es la ecuacion diferencial del MOA (segundo orden, primer grado, homogénea)

- . . . s .y At
Utilizando el criterio de Euler para hallar la solucién, se propone la funcion x=Ce”™ ,
e introduciéndola en (1.20), se obtiene la ecuacidn caracteristica:

2

/12+a) =0

dedonde: A4, =%io

Luego, existen dos valores de A que hacen que la funcion propuesta sea solucion de la
(1.20). La solucién general sera una combinacién lineal de ambas:

x()=Ae +Be®? =4 + B
=A(cosawt+isenwt)+ B(coswt—isenwt)
=(A+B)cosawt+(A—-B)isenwt

Para eliminar la parte imaginaria de la solucidn, se propone:

A+B=C ; A-B=-iGC,
C C c, C
con lo que se obtiene: A=—L_; =% ; B=—ty—%;
2 2 2 2

De esta manera mantienen A y B complejas, pero C; y C, son reales, lo que permite
tener una funcién real como solucién para el problema. Reemplazando:

x(t)=Cy coswt + C, sen ot (1.21)

que es la solucion general de la ecuacién (1.20).

36



Capitulo 1- Cinematica del Punto

Resulta importante pasar esta funcidon a una forma equivalente; sean dos nuevas

constantes Xy y tal que:
C,=Xcosy

C, =—Xseny
y reemplazando en (1.21):

x(t)=X (cosycoswt—senysenwt)

T x(t)=Xcos(wt+y) (1.22)

()
X=1[C12+C22 R wzarctgL—C—zJ

1

con

Con esta ultima forma de la expresién de x(t) se observa la coincidencia entre las
soluciones aportadas por el razonamiento grafico-cinematico (1.17) y el analitico
(1.22), en la cual, X representa la semiamplitud ( r) y Y la fase inicial (8¢).

Estas constantes deben determinarse de las condiciones iniciales del problema:

Jx (0)=1x,

[x(0)=V,

=0

. ).c(t) =—Xw sen(a) t+ 1//)
y x, =Xcosy, V =-Xwseny
de donde:

S
Il
=
[\S}
+
7~ N\
[sS
N—
N

Ejemplo de aplicacion:

Sea el movimiento del punto P que describe la circunferencia de
radio r = 0.27 m, con una velocidad angular de 20 rad/seg. Encontrar el movimiento de
P’ sobre la direccién x sient =0 era x, =0.1m, v, = 5m / seg.

x(t)=X cos(a)t + z//)

x= —a)Xsen(a)t + (//)
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x, =0.1m= Xcosy

V,=55m/s= —ZOLXsem//

seg
Y dividiendo miembro a miembro
50 = 20tgy
tgy =-5/2
v =-1.19rad.
Ordenando:
0.1m = Xcosy

—5/20m = X seny

Elevando al cuadrado y sumando:

X =401% +(5/20)% =027 m

Respuesta:
X(t)=0.27 cos (20t-1.19) m

Composicion de movimientos oscilatorios armdnicos

En la Mecanica de maquinas, resulta importante determinar la respuesta de los
mecanismos a excitaciones alternativas que los afectan en forma simultdnea. Pueden
darse diversos casos.

a) Composicién de dos MOA segun la misma direccion
En este caso puede ocurrir que los movimientos tengan la misma pulsacién o distinta.

a.1) Igual pulsacion
Sean los puntos P; y P, que giran alrededor de 0 con MCU: w; =@, =® . Sus
proyecciones sobre la direccion de x realizan MOA.

Los movimientos oscilatorios
armonicos a componer seran:

xl = l"l COS(91

X2 = rz C0592
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Donde:

Siendo 4,, y 8,, los angulos medidos en t = 0, su diferencia sera una constante:
91 —02 2901 —902 = =cte.

Por lo tanto, la diferencia de fase en todo instante es una constante y el tridngulo
OP.P, gira sin deformarse. En consecuencia, se puede calcular el movimiento
resultante proyectando el vector posicidon 7 resultante de 7 y T, en cualquier

posicion:
X=x +xy =rcosf =r cos(a)t+o90)

Para resolver el problema se debe calcular su semiamplitud r y su dngulo de fase inicial
0., ya que ® es la misma por girar todos los vectores con igual velocidad angular.
Para ello se proyectan los vectores posicién sobre ambos ejesent=0

ry cosB  +ry cosO 5, =rcosf, =r,

rpsen6,; +r, senf , =rsenf, = ry

Siendo conocidos 7, r,,0,, y 0,,, se han obtenido los valores de r, yr, , por lo tanto:

[2 2 "y
rEqr Ty, 0, = arctg —

Ty

y el movimiento resultante sera:
x=rcos(a)t+90)

Como se observa, el movimiento resultante es otro MOA con la misma pulsacién que

los que lo generan, semiamplitud r y angulo de fase inicial ..

, 2z
El periodo es =—
w

‘X
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a.2) Distintas pulsaciones
Se supondra w, >, .

A

Los movimientos a componer
en la misma direccion son:

xp=r cosf =n cos(a)lt+¢901)

Xy =7, €080y =7 cos(w2t+902)

Partiendo de sus respectivas fases iniciales y teniendo en cuenta que o, >, puede
suponerse que después de un cierto tiempo las fases se igualardn en un 0,
determinado, alcanzando 7 a7 . Calculando el instante t, en que las fases de ambos
movimientos se igualan, sera 0, =0,

wlt0+001 :a)2t0+902 :00

0,,-0

. { = [ ol
y . o
W) — Wy

Siendo t, el tiempo necesario para que 7 alcance a 7 . Con este t, en las anteriores

se calcula 6,. En estas condiciones se puede simplificar el problema ya que,
comenzando a contar los tiempos a partir de t,, los dos movimientos componentes
tendrian la misma fase inicial:

x| =n cos(a)lt+00) l
= x=x1 +x2
Xy =1y cos(a)zt+90)J

El problema podria simplificarse ain mas girando el eje x un dngulo 6,, con lo que se
anularia la fase inicial, en tal caso:

X| =1 cos@ t

X5 =7, COS @yt
y el movimiento resultante sobre esta nueva direccién i’ , seria:

x'=x|+x5=r coswt+r, cosw,t
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Se analizard ahora si el movimiento resultante es periddico. Si lo fuera, para un
numero entero de vueltas p der, y otro q de 7#,a partir de 6, deberian volver a
encontrarse en esa posicion; es decir:

p a)l , .
—=—= NUmero Racional = T,/T;
q

Luego para que el movimiento resultante sea periddico la relacién de pulsaciones tiene
gue dar un numero racional (cociente entre nimeros enteros).

El periodo resultante T serd el tiempo minimo, Unico y comun para ambos
movimientos, es decir, el minimo comun multiplo.

T=pT1=qT;

Es importante notar que el movimiento resultante de la composicién de dos MOA en
igual direccidn y con distintas frecuencias, resulta ser de caracter oscilatorio, periédico

(si —-=Numero Racional), pero no es arménico.

ANNNNNNNANN L
VVVVVVVVVV

AV YAV ..
vv AvAY

Sean los movimientos: x; =4- cos(47z z+’%)

Xy =6~cos(37rt+%)
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— =—=—= NuUmero Racional
w, 3z 3

Luego, el movimiento es periddico.

w, p 4
Como: —=—=—=p=4 y ¢g=3
27 1 2 2 1 2
Asi: T|/=—=—, Th=—=—Yy T=4-—=3-—=25
o 2 w, 3 2 3

Graficamente:

p XM=t  y(t)=4cos (4t).n + W3)

TANANANAL
SRV VAVRVAVRVAY

A x x(t)=t ; y(t)=6cos (3(t).n + n/6)

4
y
L l l[‘,cs
/10 Tffs 3710 M»’s ?sz 3ﬂ/5 /10 9:’10 1 fm 6%/s Bﬂho
2+
4 =t

A X x()=t 3 ¥ (t) =4cos (4(t).m + 1/3) + 6¢cos (3(t).n + /6)

104

8 —

6 -

4 4 /\

‘JT/ir “}5 nfl() J?T/s ?'E/m 411/5 9 T lI:IT./ (Tt/ ISTE/ = [seg]

24

4 4

81
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Este Ultimo grafico representa la composicion de los dos MOA anteriores.
Considerando t = 0 para ambos vectores coincidentes, éstos solo vuelven a
encontrarse después que el primero completd 4 ciclos y el segundo 3 ciclos, es decir
despuésde T=2s.

b) Composicién de dos MOA segun dos direcciones perpendiculares
También aqui pueden ocurrir dos posibilidades:

b.1) Igual pulsacién: @, =, =w

Debe determinarse la ecuacién de movimiento (7) del punto P que se mueve en una
trayectoria cuyas coordenadas x e y seran las elongaciones de los MOA segln
direcciones perpendiculares e igual pulsacion.

Iy trayectoria

Teniendo en cuenta que las pulsaciones son iguales, la diferencia de fase entre ambos
movimientos sera constante, como se vio en el caso (a.1).

0,-6,=6,,-0, =cte.

Por lo tanto el periodo del movimiento resultante serd el de los movimientos

componentes:
2

[0
Para determinar la ecuacion de la trayectoria de P, y = y(x), se partird de las ecuaciones

de los MOA que serdn sus respectivas ecuaciones horarias (paramétricas) en los
movimientos proyectados.

x=n cos(a)t+6’01)

y=r cos(a)t+902)

debiéndose eliminar el pardmetro t. Para ello, desarrollando el coseno de la suma de

dos angulos:

X
r_ =cosar -cost,; —senawrt -send
1
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Y

)

=coswt -cost,, —senwr -send ,

se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, no homogéneo, cuya

solucion es:
x
— —send,;
n
y X y
- —-send,, -—senf , +—send
ry n )
cos ot = =
cosf, —senb, | —cosf,, -send, , +cosf,, send,,
cost,, -—send ,
y X
~—send,, ——send,,
p) Ul
y X
——cosf, ——cosb 5
14 I"l
sen @t =

sen(@ol —902)

elevando al cuadrado y sumando:

2 2
Y

X Xy
—+—-2——co0s

2

2
I’l VZ rl rz

(901 _'902) _Senz(aol _902) =0

44

Por lo tanto, el movimiento resultante de la
composicion de dos MOA con igual
frecuencia en direcciones perpendiculares
qgueda representado por la ecuacién de una
cdnica centrada en el origen, cuyos ejes
estdn girados respecto de los ejes
coordenados. Para cada diferencia de fase
se obtiene una cénica diferente. En general
se tendran los siguientes casos particulares:



Casos particulares

a) 001 _902 = O (ﬁJ‘FZ)
g cos(é’o1 —002)=1
Sen(901 _902)20

luego:
X2 y2 2xy
oty =
I”l }’2 rlrz
o)
(v )
— | =0
n n
»)
dedonde y=—"x
n

_r]

Capitulo 1- Cinematica del Punto

Fig a)

Iy

gue es la ecuacién de una elipse degenerada

dos rectas coincidente

S

Es decir que el movimiento resultante es oscilatorio y se desarrolla sobre la recta de

pendiente r, / ry (Fig. a).

b) 901_902:71./2 (ﬁE_’)
aqui: cos (901—902)=0
sen (0,1-0,,)=1

S

2 2
X y
..—2+—2—1
non

[

\901 =002 + M2

- X

El movimiento result
elipse cuyos ejes
coordenados.

ante se desarrolla sobre una
coinciden con los ejes
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En particular si ry = r, la trayectoria de P es circular.

) o cosz =—1 AY
c - =7r(rJ_r ) = ~
) Oo1=0p2 7 sensm =0 5
2 2
x° yT 2x 0y 002
A — = )
oo nn o1
: - X
0
2
XY r
6 |—+—| =0 y=-=x
hn n B} T

Ly
J/\\
s
I &
| . B
-]'I :
i =T
d 6,,-6,= 57 (r,=r, pero en sentidos opuestos)
Ly
( 3 Iy
cos—z =0 002
| 3 -x
[sen—n =-1 _
2 "
001
I

y el movimiento es el mismo que en el caso b).
e) Para fases intermedias entre las analizadas mas arriba, los movimientos resultantes

responderan a trayectorias elipticas mds o menos achatadas e inclinadas segln se
acerquen a la recta o a la elipse.
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En la siguiente figura, se observa que para cada diferencia de fase resultard una
trayectoria distinta, dando lugar a una familia de curvas que reciben el nombre de

“figuras de LISSAJOUS”.

En la practica, estas figuras se utilizan principalmente para medir diferencias de fase

entre dos senales utilizando un osciloscopio, como se observa en la figura.

En ingenieria mecdnica se utilizan para medir drbitas de ejes dentro de cojinetes en
maquinas rotantes. Esta es una técnica empleada asiduamente en programas de
mantenimiento predictivo de plantas industriales.

0p1—0g2=0° V

‘I 50
(-345°) /

4 360°

O

?-5301 50 V

N

N

345°
(-15°)

(/ (_45 0)
90° / \270“
-270& J-90°
225

C

135° )\

(-225°

L YD

N
165° \

(-195°)

01— 02 = 180° I\

\
N\

\

2 0 1) Chl oL
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b.2) Distintas pulsaciones:
Se considerara el caso en que o, >w,. Los movimientos a componer son los mismos
que en el punto (b.1) pero con o, = w,, es decir:

LYy

xX=rn cos(a)lt+<901) i
I |

y=r cos(a)zt+ 902)

Ahora eliminando t de estas ecuaciones puede obtenerse la expresiéon de la
trayectoria

y = y(x), proceso éste que no resulta tan directo como en el caso (b.1). Debe tenerse en
cuenta, como antes, que el movimiento sélo serd periddico si:

p o , .
—=—= NUmero racional

q @

Siendo en tal caso el periodo resultante el minimo comun multiplo de dos periodos
componentes:

T=pTi=qT;

Para cada relacion de pulsaciones habra una trayectoria distinta, dando lugar a figuras
de Lissajous como las mostradas, donde se ha tomado r; #r;

==
- Z2Z8SS

- R

§
(e
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Estas figuras tienen aplicacién en la practica cuando se usa un osciloscopio como medidor
de frecuencias para lo cual debe contrastarse una sefal cuya pulsacién sea desconocida
contra otra conocida.

1.7.4. Movimientos centrales

Se dice que un punto material se encuentra en movimiento central cuando el vector
aceleraciéon a, para cualquier posicion del punto en su trayectoria, pasa por un punto
fijo C denominado centro del movimiento.

P (tn) ¢

trayectoria W
_ trayectoria

P(t2) h
P(ty)

P(t))
)
P(t) /1
Movimiento Central Convergente Movimiento Central Divergente

Estos movimientos pueden ser convergentes o divergentes segln que hacia el centro C
concurran las aceleraciones o sus prolongaciones.
Si el movimiento es referido al centro C, tomado como polo, el vector a sdlo tendra

componente radial.

N En el movimiento central, la
P (t,) aceleraciéon areolar serd siempre
nula, por cuanto:

— — - 1
27%¢ =S éna
€
P(t)) Como los vectores € y a son
e - colineales, resulta:
82 l_— al _aCI e, p‘
— 0. — .
O0=C = d N -
S :EZO = § =vector cte.

Luego, el vector velocidad areolar sera constante.
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=~ 1 _ = -
Siendo S :Ee/\V, el vector V' vy el punto C determinan un plano invariable en el
gue se desarrolla la trayectoria.

Por tanto, todos los movimientos centrales tienen trayectorias planas que se barren
con

S =constantey S=0. La reciproca también se cumple.

Férmula de Binet: Determinacién de la aceleracion radial en funcién de 0.

Se desea obtener la ecuaciéon diferencial que se conoce en el dominio temporal,
expresada en el dominio espacial, realizando un cambio de variables.

Si se conoce la trayectoria de un movil animado de un movimiento central por su
ecuacioén en coordenadas polares (e, 0) y su velocidad areolar, se tiene

e=e(e,0)

1

Datosq| = )
S‘ = Ee 0 = cte.(*)

ysea: a,=é—e6> =a, (1)  (*%)
se desea pasar de a. (t) a ac (0). Para ello, de (*):

.28 A . .
0= —-=— con A =28 = Constante de Binet
e e

y como e = e(0), ya se conoce, el segundo sumando de la (**) en funcién de 6. Para el
primer sumando:

es e=e|0 ()]

- de do
. e =—. .
luego: 0 dr
A de _» de d(l/e
Asi é:_z ——=le 2_2—/1(—)
e” do do do
d[ die]  d*lle . 2 d*lle
Ahora: ez—L—/i =— 0 =—— 5
d do dé e de

reemplazando en (**):
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ae:— = —

2 dt1e 2 2ldtase 17|
BT I e s R St 1.23
e do? et et a0 e (1.23)

Esta expresion se denomina formula de Binet y resulta de aplicacién inmediata para
resolver los problemas en movimientos centrales. Permite calcular en un movimiento
central, cuya trayectoria y velocidad areolar son conocidas, el valor de aceleraciéon
(radial) del movil en funcion del argumento 0 para cada posicion.

Es interesante también conocer la expresion de la velocidad en funcién de 6:
Sabiendo que:

V=é¢é+eb o
VEi=V .V =(&)?+(eb)?

introduciendo los valores de ¢y e en funcién de @ recientemente encontrados:

- :12(d1/6j2+£:12 (dl/eszri

2 do &> (1.24)

e
Se presenta a continuacién una importante aplicacién de esta teoria.

Movimiento de Kepler:

Uno de los movimientos centrales mas interesantes es el llamado kepleriano que
cumplen los planetas alrededor del sol.

El problema consiste en determinar la trayectoria de un punto material atraido por un
centro fijo en razén inversa al cuadrado de la distancia, es decir:

a -2, (1.25)
e

El problema enunciado puede pensarse como la puesta en érbita de un satélite
alrededor de la Tierra, con las condiciones iniciales:

A
L
Vo 0 g\& o Q"\ﬁ
-
v ele -
\e},_ l;\
o-C
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0=06,=0

V=V,
Datost=0 |[@p=¢,

e=e,

- k-,

aeoz—ge

e
, d*lle 1 k
6 92 +;=/1—2 (1.26)

Ecuacidn diferencial del movimiento (ordinaria, de segundo orden, primer grado, no
homogénea)

Se propone el siguiente cambio de variables:

G

e
luego: S'"'+<E=K (1.26")
Cuya solucién general es:

§0)=¢,+¢,

para la particular, se elige: fp =Cte= k/ﬂ,2
Luego la solucién general de (26°) es:

1 k
5(0) =;: Acos(¢9+,6')+/1—2

2k
6 e=
R (1.27)
1+ cos(9+ﬂ)
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Esta es la ecuacién de una cdnica en coordenadas polares referida a un foco y cuyo eje
focal forma un angulo 3 con el eje polar.

Donde:
== pardametro de la cénica.
Aﬂz c
— =& =" excentricidad de la conica
k a
AY
/b' _\
F
- X
\ _____/
C
[ d

Recordando que:

€ = 0 = Circunferencia
. €<1-> Elipse

e =1 - Parabola

€ > 1 - Hipérbola

Para conocer e = e(0) con la (1.27), deben determinarse A, Ay 3

Calculo de A:
) 1 .. )
A=25=2-—e’f =eel =eVcosp
2 3
pero siendo § = cte., su valor se mantendrad para toda posicién del movimiento. En

particular parat =0, se tendra:
A =e, -V, cosp,

Célculode Ay [3:

Se necesitan dos ecuaciones; la (1.27) es una. Para la otra, se
expresa (1.24) en funcidn de las incégnitas:

! k
se tiene: —= A-cos(e + ﬁ)+—2
¢ A
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2

1 k 2kA
luego: —-= 4* 0052(9+,6’)+—4+—200s(6’+[)’)
e A A
., dlle
y también: =—Asen(6+p)

reemplazando en (1.24):
kZ
V= A ot 2 Akcos(6 + B)

Recurriendo a las condiciones iniciales:

2k
e, 5
1+ ——cos
. B

V2= A +k* | A +2A4kcos B

LS

1
De (1.27’) Acos 8 = Z
o

en (1.28")

k2 12 k 1/2
ST

o

] 5 |(1/e0 —k//zz\l
uego: =arccos| ———
\ 4 )

Con lo que se conocen Ay f3.

Velocidades orbitales:

(1.28)

(1.27’)

(1.28)

(1.27”)

Para analizar las velocidades de lanzamiento correspondientes a las diferentes drbitas
posibles, es conveniente anular el angulo B entre los ejes focal y polar, haciéndolos

coincidir. En ese caso, la ecuacién (1.27) se reduce a:

Pk
1+ gcosé

54
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Si se elige la velocidad Vo para que la érbita resulte circular, es decir € = 0, de la
anterior expresion resulta:
2
A

€=——=cte

k
Ycomoes A =e, -V, cose, ,parado=0resulta A=e, -V, , de donde

por debajo de esta velocidad inicial el vehiculo no entrara en érbita, sino que caera
describiendo una especie de espiral. Entre este valor de la velocidad y el
correspondiente a la pardbola, la trayectoria sera una elipse. Si € = 1, de la ecuacion
(1.27.bis) se tiene

/12
e=—
2k

Y procediendo de la misma manera que antes, resulta
2k

e

o

= cte

2

V()

Para este valor de Vj la trayectoria sera abierta y el vehiculo no regresara, motivo por
el cual se la denomina velocidad de escape. Si € > 1 la trayectoria serd una hipérbola,
para la cual un foco actua como centro de atraccién y el otro como centro de

repulsion, por ello para una aceleracion del tipo
k

a=——é
o2
solo puede usarse la rama que hace que el movimiento sea de atraccion.

Ejemplo de Aplicacién:

Un satélite es colocado en vuelo libre a 600 km de la superficie de la Tierra y
paralelamente a ella (ver figura) con una velocidad inicial de 8333,33m/s. Suponiendo
que el radio es Rt = 6378 km y que k = 39,88 x 10> m? / s2.

t=t

—

<l

v
. \]k 0
T t=0 ep
Apogeo ) Po="0
“'H-..___‘_____‘_‘_ _'_'__'_'d_/

600 km
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Determinar: a) velocidad areolar, b) excentricidad de la trayectoria orbital y c)
velocidad del satélite en el apogeo.

Solucién:
a) A=2S8=e, V, cos g, = (6378 km+600 km) - 8,3333 Km/s.
= 58150 Km?/s.

S=1/2=29075Km* /s
2

AA
b) ¢ = Debemos determinar A. Del sistema (1.27’ — 1.28’), y teniendo en cuenta

que para este sistema coordenado es 3 = 0, resulta:

A_L_i_ 1 _39,88x104Km3/s2 B
e, A 6978Km  58150°Km’/s>
= 1,43x104 -11 8x107* = 0,253x10’4 1/Km.
2
0,253 x 10+ (58150 Km? / s°
£= 2 ) =0,215
3988 x 10 Km®> /s
e <1= elipse
c) V?=A24% +k* /2> + 2 AkcosO
2
39,88 x 10*
2 :581502(0,253x10_4)2+(—x2)
Pg 58150

+2-0,253x107*-39.88x10% - cos 7
=2.1644 + 47,03 20,18 = 29,019 Km? / s°.

V' =4/29,019 =5,386 Km / s =5386m/ s.
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Capitulo 2

CINEMATICA DE
SISTEMAS DE PUNTOS

2. CINEMATICA DE LOS SISTEMAS DE PUNTOS

Cuando un conjunto de particulas se mueven ligadas por ciertas relaciones se dice que
constituyen un sistema. Este puede ser discreto o continuo segln esté constituido por
una cantidad finita o infinita de puntos. Cuando se trata de determinar la posicion de
todos los puntos de un sistema, en apariencia se necesitarian tantos parametros como
puntos materiales tenga el sistema por tres P; (x, Vi, z), pero como los puntos
materiales estan ligados por ciertas relaciones entre sus coordenadas (o parametros),
dicho numero sera mucho menor.

2.1. Definiciones:

Se denomina configuracidn a una posicion del sistema material y conjunto de
coordenadas del sistema al nUmero de coordenadas (m) o parametros necesarios para
determinar su configuracion.

Como se ha visto en el capitulo anterior, puede emplearse una gran variedad de
coordenadas. Asi, por conveniencia, se usa la letra q como simbolo general para
representar coordenadas sin importar cual sea su naturaleza. Por lo tanto, g se
denomina coordenada generalizada y frecuentemente se indicaran las m coordenadas
gue se necesitan para especificar la configuracion de un sistema como qy, 9y, ... , Om.
Reciben el nombre de condiciones de restriccion, de ligadura o de vinculo las (n)
relaciones que se establecen entre las coordenadas o pardametros, ya que al
relacionarlas entre ellas se establecen trabas a su variabilidad, o lo que es lo mismo, a
la movilidad del sistema.

Se denomina coordenadas libres (k) del sistema material a la diferencia que existe
entre el conjunto de coordenadas del sistema y el conjunto de condiciones de
vinculo (k = m - n). A ese numero, el cual resulta independiente del sistema de
coordenadas adoptado, se lo llama grados de libertad del sistema. (k = gl) y son el
numero de coordenadas independientes (sin incluir el tiempo) que se requieren para
especificar completamente la posicién de todas y cada una de las particulas o partes
componentes del sistema. Es interesante notar que los pardmetros o coordenadas
libres se eligen a voluntad entre las variables del problema.

Ejemplo: sean tres puntos que forman un sistema material en el cual las distancias
entre ellos deberan permanecer constantes. Se tiene:
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z
A Py
P, | 192) x;=x,=x3=0
P, |
| | 43 d_, =cte.
: zl : Zl : 29) d273 = cte.
1] l l I -— do—l = cte.
i oy ¥ '

a) El conjunto de coordenadas del sistema, sera:

Jyla Z
m=6 1y,,z, (2.1)

V3,23
b) Las condiciones de vinculo:
2 2
(Zz _Zl) +(y2 _yl) =d122

_ 2 2 g2

n=3 (23—22) +(J’3_J’2) =d,; (2.2)

2 2 2

z) +y=d,

c) Los parametros libres:k=m-n=6-3=3gl

Esto significa que en (2.1) pueden tomarse a voluntad tres coordenadas como
libres, pero las otras tres quedan dependientes de éstas. Es decir, si se da una variacién
(movimiento del sistema) a las libres, las dependientes se moveran obligatoriamente

de determinada manera compatible con las condiciones de vinculo (2.2) impuestas.

Si se analiza este mismo sistema en coordenadas generalizadas (q):

Aqui ey, e, y €3 N0 son parametros.

a)m=q;=6,,0,,0,(j =12,3)
b)n=0
c)k=3-0=3gl
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Se observa que los grados de libertad son independientes del sistema de coordenadas
utilizado.

Cuando las restricciones pueden expresarse en formas algebraicas sencillas del tipo de
las anteriores, se denominan holénomas, y en ellas las ecuaciones de ligadura o de
vinculo pueden expresarse en funcidon de las coordenadas solamente, o de las
coordenadas y el tiempo si los marcos de referencia son mdviles; en éstas, el nUmero
de coordenadas generalizadas es igual al nimero de grados de libertad. Existe un
grupo de problemas para los que las restricciones resultan ser ecuaciones diferenciales
no integrables que se denominan no holénomas, los cuales no seran tratados en este
curso.

En los sistemas moviles siempre resulta m > n dado que los gl representan los distintos
grados de movilidad del sistema por ser el nimero de pardmetros libres que pueden
variarse en forma arbitraria. Se los denomina sistemas mdviles o0 mecanismos. Cuando
m = n, el sistema material queda inmdvil por cuanto no habra parametros libres y las
coordenadas del sistema resultaran de resolver el sistema de ecuaciones formado por
las condiciones de vinculo. Son los llamados sistemas isostaticos. Existen sistemas
materiales donde m < n, en este caso tampoco habra pardmetros libres y el sistema
seguird siendo inmovil. Son los sistemas hiperestaticos. Desde el punto de vista
cinematico los dos ultimos no tienen aplicacién. Este curso se orientard hacia el
estudio de los primeros.

2.2. Sistemas materiales rigidos

Cuando un sistema de puntos materiales se mueve de forma tal que la distancia
relativa entre los distintos puntos permanece invariable se dice que el mismo es rigido.
Tal sistema se denomina cuerpo, chapa o barra segun si los puntos materiales se
distribuyen en el espacio, sobre una superficie o sobre una linea respectivamente. En
estos sistemas, la condicion de vinculo fundamental es la de rigidez, conocida
comunmente como condicién geométrica de rigidez:

(F-7) =72 =d? =cte. (2.3)
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Grados de libertad de un cuerpo libre en el espacio. Tomando tres puntos no alineados

de manera de poder contar con un plano que sirva como referencia para ubicar
cualquier otro punto del sistema rigido, entre dichos tres puntos se pueden formular
tres condiciones geométricas de rigidez:

((xl _x2)2 +(y1 _J’2)2 +(Zl —22)2 =d},
n=3 |(x1 x3)2 +(J’1 —y3)2 +(Zl _23)2 = d};
[(xz _X3)2 +(y2 —J’3)2 +(Zz _Zs>2 =d;,

de las cuales aparecen nueve parametros del sistema.

X5 Vs 2

Conjunto de coordenadas m =9 sz s Y2y 2y

X3, Y3523

Luego, los parametros libres:k=m-n=9-3=6gl
La cantidad 6 representa el nimero de parametros libres o grados de libertad del
sistema rigido en el espacio.

Condicién cinematica de rigidez
Teniendo en cuenta la condicion geométrica de rigidez:

(r.—r.) :dl-j = cte.
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y derivando con respecto al tiempo:

25 D

ordenando:

(7 =) 7, =17 -7) 7

|
[}

Vi, =V, (2.4)

<

La (2.4) recibe el nombre de condicidn cinematica de rigidez y expresa que si un
sistema material se desplaza rigidamente, las velocidades de dos puntos cualesquiera
del mismo proyectada sobre la direccién que ellos determinan son iguales.
Graficamente:

2.3. Movimientos de los sistemas rigidos

Un sistema material rigido en movimiento puede considerarse en uno de los
siguientes estados:

a.l) Traslacion

Estados simpl
a) Estados simples {a.Z) Rotacion

Movimientos de los
Sistemas Materiales ]
Rigidos b.2) Suma de Rotaciones

E
b) Estados compuestos [b.3) Suma de Traslaciones +

[b.1) Suma de Traslaciones

Suma de Rotaciones

Se estudiaran a continuacion cada uno de estos estados.
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a. Estudio de los movimientos simples:

a.1) Movimiento de Traslacién:
Un sistema rigido se encuentra en movimiento de traslacién cuando el vector
posicidn relativo entre dos puntos del mismo permanece constante:

vector constante  (2.5)

~~
|
Ny
I
NI
Il

3

Es decir que un segmento definido por dos puntos de un cuerpo permanece paralelo a
si mismo durante el movimiento de traslacion.

En un movimiento de este tipo se cumple:

1) Las trayectorias de todos los puntos del sistema son congruentes, es decir, son
idénticas pero se dan en distintos lugares del espacio, son superponibles:

de (2.3)
F,—F = Fj’ — 7. = vector cte.
=i =7,
6 Ar=Ar,

Si

Ary = dr
Y
dr, = dr

Si los desplazamientos elementales son idénticos; al integrar, las trayectorias diferiran
en una constante (seran congruentes).

2) En el movimiento de traslacion todos los puntos tienen el mismo vector velocidad.

L N Ar; A7
Tomando Ar, = Ar; y formando el cociente incremental: —=—-
J At At
aplicando limites, cuando A¢ — 0, resulta
V@)=V, (2.6)
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Luego, si todos los puntos tienen la misma velocidad, ésta estara representada por un
vector libre llamado vector traslacion 7 (t) cuyo médulo, direccidn y sentido es el de
la velocidad de cualquier punto del sistema. Cuando esta propiedad se cumple para un
solo instante, se dice que la traslacidn es instantanea.

Un ejemplo caracteristico de este Ultimo caso es el mecanismo biela-manivela. En la
figura siguiente se observa que en la posicién OBA el movimiento no es de traslacién
ya que los vectores velocidad de los puntos A y B son distintos, mientras que en la
posicién OB’A’ hay traslacién instantdnea porque los vectores velocidad de A’y B’ son
iguales.

3) En el movimiento de traslacién todos los puntos tienen el mismo vector aceleracion.
Derivando (2.6)

a.=a. (2.7)
Por lo tanto, el vector a ~“en este movimiento també n esta representado por un

vector - . dt
libre lamado vector aceleracion de traslacion. E

Esta propiedad no se cumple en la traslacién instantanea. (ver ejemplo biela-manivela)

a.2) Movimiento de Rotacién:

Se dice que un cuerpo rigido se encuentra en este movimiento cuando dos de sus
puntos permanecen fijos durante el mismo respecto a un observador situado en 0,
perteneciente al marco de referencia. Sean esos los puntos 0; y 0, del grafico:
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Vol = I702 :6

En este caso seran fijos todos los puntos
pertenecientes a la recta determinada por
0; y 0,. Dicha recta recibe el nombre de
eje de rotacidn.

7”03_”221‘(’”1—’”2)

Con k numero real cualquiera. Derivando ambos miembros:

dr, _dfoz —k dr,, _dff’z :>I703—T7,,2 =k(l701_17>2):6
dt dt e dt

Luego V ; =0, como se queria demostrar.

Se demostrara ahora que en un movimiento de rotacién la velocidad de un punto del
cuerpo es normal al plano determinado por el punto y el eje de rotacion. Considerando
para ello un punto P del sistema rigido cuyo eje de rotacion esta dado por 00;:

Asi V, =V, =0

o

—
N

Aplicando la condicion cinematica de rigidez para el punto P con respecto al 0y al 04
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17'}71: _.()l';:l:()
V-F=V F =0

de donde se deduce que V1F y ¥} como se queria demostrar.

Esta propiedad unida a la condicién geométrica de rigidez dice que en el movimiento
de rotacién cada punto del sistema rigido realiza movimientos circulares con centro en
el eje de rotacion y en planos normales al mismo. Es decir que si ® es la velocidad
angular de dicho movimiento, el médulo de la velocidad de un punto cualquiera es:

‘V‘=a)r1

Es de gran interés en Mecénica darle al movimiento de rotacidon una interpretacién
vectorial definiendo un vector rotacion @ cuyo mddulo es la velocidad angular del
movimiento circular de cualquiera de sus puntos, cuya direccion es la del eje de
rotacion y cuyo sentido responde a la convencién de terna adoptada (derecha o
izquierda):

asi

—

V=onF

‘V‘ = wrseny = wr,

Obsérvese que mientras @ es un vector axial (puede desplazarse sobre su recta de
accién), V resulta ser aplicado (propio de cada punto material del sistema).

Ahora no sélo debera estudiarse la variacién de la velocidad de un punto en el tiempo
(a) sino también la variacién de @ en el tiempo (¥) . Supdngase para ello un vector
rotacién en un eje definido por un versor @ :

M
®
En este caso, @ es un versor constante
D= 00
do do. .
—_— = = 7/
dt dt

a este vector se lo llama vector
aceleracion rotacional o angular.

Mas adelante se analizara el caso en que
la direccion de @ varia con el tiempo.

La aceleracién de un punto cualquiera, sera
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V=anr
a= t_dt/\r a)/\d =Y ATF+@dA

5=fAF+@A(WAF) (2.8)
Se acostumbra denominar:

7 AT = aceleracidn tangencial = 4,

OUN (a7 A 77) = aceleracién normal = aq,

I
Qy

luego: a

~
=

Ejemplo de aplicacién:

El cono de la figura gira con o = 3t + 2 [rad/seg] alrededor del eje k . Sabiendo que en
t =0, era 6 =0, determinar: a) velocidad y aceleracion de P en t = 3 seg; b) ¢Cudntas
vueltas habrd girado hasta ese instante?

AZ
®
v
ﬂn‘
47 1~
P
3 : h=12cm
i
0 : — y

Solucién: a) 6 = w,t +%t2 =21 +%t2
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7(t) = 3(cos 0i + senfj) + 12k

V(t) = onr = (3t + 2)l€/\ [3(cos6’f + sen@j‘)+ 12/€]
7(6) = 33t + 2)eos ] - sendi ]

03) =19,5rad

7(3) =311{0.79 - 0,60 | = ~19,97 +26 j[cm / 5]

G=7 A"F+BA(DATF)

a(r) =3k n l3(cos¢9i + SenH]')Jr 12I€J+ (3¢ + 2)1:7/\ 3(3¢ + 2)[cos6’j' - sené’f]
at) = 9(cosﬁj—sen 9?)+3(3t+2)2(—cosﬁf—sen 6’})

G(3) =7,11j - 5,41 +363(- 0,797 — 0,60 )
= 292,177 — 210,69 ][em / 52 ]

b) 6(3)=19,5rad =1117,26°= 3,1 vueltas.

b. Estudio de los Movimientos Compuestos

El concepto de composicidn de movimientos simultdneos sélo tiene aplicacidon desde el
punto de vista de los movimientos relativos; es decir, que un cuerpo tiene un cierto
movimiento con respecto a otro cuerpo que a su vez también se mueve.

Asi por ejemplo si el punto P de la figura se mueve en el plano o con una traslacién
hasta la posicion P’, al mismo tiempo que o gira alrededor de 0, se dird que P esta
sometido a la traslacién 7 relativa al plano o,y a la rotacion @ de dicho plano (al que
pertenece dicho punto y al que arrastra en su movimiento).

b.1. Composicidon de traslaciones:

Considérese un cuerpo sometido a las traslaciones 7,,7,, 75, .... 7, simultaneas. Si se
analiza un punto P de dicho cuerpo, considerando separadamente los desplazamientos
del mismo debido a cada traslacidon en el mismo intervalo At.
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AR =17, At
A =7, At
Ar, =1, At

y el desplazamiento total resultante tendra por expresion:
n
AF = AR + ...+ AF, = D AF,
j=1
es decir: Af:(fl+fz + ---+fn) At=7 At
n

con 7 = . ]fj (2.9)
=

Nétese que 7, que es la velocidad resultante, es otra traslacion. Por lo tanto, el
movimiento resultante de varias traslaciones es una traslacién. Tal vez sirva al lector
para la visualizacién del tema, el imaginar un punto sobre una hoja de papel que se
traslada sobre una mesa en traslacién con respecto a una plataforma que a su vez se
traslada.

Ar] _
Arp

b.2. Composicidon de Rotaciones

Se analizaran para este estado compuesto de movimientos, distintos casos:
b.2.1. Rotaciones Concurrentes
b.2.2. Rotaciones Paralelas
b.2.3. Par de Rotaciones

b.2.1. Composicidn de Rotaciones Concurrentes:
Sea un punto P de un cuerpo que gira sobre el eje de @, girando éste
simultdaneamente sobre el de @;; interesa conocer el tipo de movimiento que resulta.
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En tales condiciones, P tendrd las velocidades ¥,y ¥V, originadas por @, y @,, segun
las siguientes expresiones:

N

V,=w, N7
sumando miembro a miembro

I7I+I7 =(c?)l+a72)/\r
V=& AF (2.10)

Luego el movimiento resultante es una rotacién pero con un solo punto fijo que es el
0. Por lo tanto, el vector rotacidn resultante @ no es fijo y por ello da lugar a la
denominada rotacidn instantanea. Al punto fijo O se lo llama polo y al movimiento se
lo denomina polar.

Generalizando la demostracién con ®,,®,,---,@, rotaciones concurrentes se deduce

gue el cuerpo sometido a ellas posee un movimiento de rotacién instantanea sobre un
eje que pasa por el polo, siendo en cada instante la rotacién el vector resultante de las
rotaciones dadas.

N

!

G=) @ (2.11)

<

69



Mecdnica Racional

b.2.2. Composicidn de Rotaciones Paralelas
Considérese el punto P del disco que rota con @, sobre si mismo mientras que

el bastidor que lo sostiene gira con @, alrededor de su eje fijo OR .

el

AL
A

[ 4 «/
01 03 02

ba

aqui sera:
I71 =& AR
172 =@, NF
sumando miembro a miembro
ViV =@ AT+ AT
V=0 AF+d AT

Utilizando la ley de composicién para vectores paralelos, podrian sumarse:

@, + @, = @, pasando por O3, luego: V=aoAF .

Por lo tanto, la composicién de varias rotaciones paralelas simultaneas origina un
movimiento de rotacién instantdaneo alrededor del eje del vector @ resultante.

b.2.3.Par de Rotaciones:

Si en el sistema rigido anteriormente dibujado las rotaciones @, y @, a que esta
sometido el disco son ademds de paralelas, de la misma intensidad y de sentidos
opuestos, se tendra:
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PERFIL

P P 7

Por lo tanto, ¥ = vector constante
) en cada posicion. Es decir, todos los
‘ puntos del disco tienen la misma
‘ velocidad, puesto que si se hubiera
' \ MM_ tomado otro punto para el analisis,

por ejemplo el P’, el resultado
hubiese sido el mismo. Luego, el

PLANTA movimiento resultante es una
traslacion curvilinea.

Trayectoria

b.3. Composicién de Traslaciones con Rotaciones:

En la siguiente figura se considera un plano a que es perpendicular al eje de rotacién
de un cuerpo y que contiene una seccién del mismo. Se grafica la rotaciéon @
(resultante de todas las rotaciones que acttan sobre el cuerpo) que pasa por el punto
Oy la traslaciéon 7 (resultante de todas las traslaciones y pares de rotaciones) al que
por ser un vector libre se puede representar en el punto O.
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Para simplificar el estudio del problema
debido al angulo £ que forman @ y 7

se descompone a éste en 7,y7,,
presentandose los siguientes casos:

- b.3.1. Composicion de 7 paraleloa @
- b.3.2. Composicion de 7 normala @

Una vez analizados estos dos casos se
volvera al general.

b.3.1. Composicidon de Traslaciones y Rotaciones paralelas

‘a’ En este caso un punto P del cuerpo
describe un movimiento circular con
centro en el eje @ y al mismo tiempo
el plano de su movimiento se mueve
paralelo a si mismo. Por lo tanto, P
describird un movimiento helicoidal
lo que implica que cada punto del
sistema  rigido realizara  un
movimiento  helicoidal  distinto
alrededor del mismo eje.

La velocidad resultante de cada punto
estara dada por la suma vectorial de la
impuesta por la rotacion y la impuesta
por la traslaciéon

V=T+dAF (2.12)

b.3.2. Composicion de traslacion con rotacién cuando ambas son perpendiculares.
Si se analiza un punto P cualquiera del cuerpo, éste tendrd dos velocidades
impuestas simultdneamente por @y 7 .
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En este caso, es posible encontrar un punto C para el cual la suma 7 + @A7, =0

En la siguiente figura se observa que cualquier punto ubicado sobre la recta oc posee
dos vectores velocidad colineales de sentidos opuestos: uno debido a la traslacién y
otro a la rotacién. Habrd entonces un punto C a una distancia 7. desde O para el cual
ambos vectores sean iguales y de sentidos opuestos.

Eje instantaneo de rotacion

w

]

Todos los puntos de la normal al plano que pasa por C tendran velocidad nula. Luego el
movimiento resultante serd una rotacion alrededor de ese eje de velocidades nulas, el
cual, por otra parte cambiard de posicidn con el tiempo debido a que es “arrastrado”
por la traslacién.

Por lo tanto, se trata de una rotacién instantanea. Al punto C se lo denomina centro de
rotacidn instantdnea o polo de velocidades y al eje normal al plano it que pasa por C se
lo Ilama eje instantaneo de rotacion.

Es de interés ubicar al polo:

V.=T+aonr, =0
multiplicando vectorialmente por @ ambos miembros de la igualdad

OAT + ONDAF ) =0
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Resolviendo por Gibbs el doble producto vectorial:
AT + o7 ) -7 (06)=0

y tomando olr, =>w0-1.=0

resulta: ro=——— (2.13)

Un ejemplo clasico de este movimiento lo constituye la rueda de un vehiculo, en la
cual el centro instantaneo C se encuentra sobre el pavimento.

Al

S S S S S S S /

Notar que la velocidad absoluta del punto del cuerpo que coincida con el centro
instantaneo de rotacién es nula en dicho instante, pero su aceleracién no lo es. Luego,
el centro instantdneo de rotacion considerado como punto del cuerpo, no puede ser
tomado como centro instantaneo de aceleracion nula.

Volviendo ahora al caso general b.3 en que @y 7 forman un adngulo cualquiera, el
mismo puede ser analizado por superposicidén de los dos casos anteriores:
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Supdngase en el punto O una rotacién @ y una traslacién 7 que forman entre si un
angulo &.

Componiendo @ con la proyeccién del vector traslacién normal a ella 7, se obtendra
una rotacidn instantdnea en el centro instantdneo C. Y siendo 7, , la proyeccion del
vector traslacién en la direccién de @ un vector libre, puede ser trasladado al punto C,
resultando un caso de composiciéon de una rotacién instantdnea con una traslacién
paralela ( c?)”f).

Luego, se desarrolla un movimiento helicoidal instantdneo, cuyo eje que pasa por C
cambia de posicidn con el tiempo. Este movimiento es el mas general que puede tener
un sistema rigido.

La velocidad de un punto P cualquiera del cuerpo sera:

V=r+adAF
. . , L _OANT
y la posicidn del centro instantaneo: 7, =—5—
@

b.4. Composicion de rotaciones alabeadas

Un caso singular de composicién de traslaciones con rotaciones y que merece un
tratamiento adecuado es el de las rotaciones alabeadas, es decir, que no se cortan.
Supodngase un cuerpo rigido sometido a un conjunto de estas rotaciones @,,@,,: -, @

n

siendo Ry, Ry, ...., R, puntos de sus respectivos ejes de rotacion. La velocidad de un
punto P cualquiera del cuerpo serd la suma vectorial de las velocidades que en dicho
punto originan las distintas rotaciones:
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‘Z

M=o nn
Ry Vy=w, AT,
n:a)n/\ n

- n - n

0 Pp= V.= ;N
i=1 i=1
Rp
X an G))

Ahora bien, el procedimiento anterior no suministra informacion sobre el tipo de
movimiento que resulta. Para conocerlo se procede de la siguiente manera: se colocan
en el punto 0, dos rotaciones iguales y de sentido contrario a cada una de las
existentes. Asi, las rotaciones ,,m,, --,@,,que pasan por O son concurrentes y

admiten una rotacion resultante

N

Las rotaciones —@; y @, en 0y Ry respectivamente, forman un par de rotaciones y por
lo tanto dan lugar a una traslacién perpendicular al plano que ellas determinan,
ocurriendo lo mismo con el resto de los pares asi formados. Siendo las traslaciones
vectores libres, se pueden llevar al punto 0, donde se tendrdn las traslaciones
Ty, Tyt > T, que admitiran una resultante

N

|

Ny
Il
T
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el
=

Luego, el problema se reduce a una rotacidn y a una traslacién en el punto 0 que en el
caso mas general dardn lugar a un movimiento helicoidal instantdneo, tal como se
estudio en el apartado precedente.

Un ejemplo de lo analizado es el caso del disco de la figura sometido a dos rotaciones
alabeadas, cuyo movimiento resultante queda determinado por la composicidon de una
traslacion y una rotacion.

2.4. Movimiento rototraslatorio

Como se demostrod, el mas general de todos los movimientos rototraslatorios es el
movimiento helicoidal instantaneo o tangente, al que se llega componiendo rotaciones
alabeadas o bien una traslacién y una rotacién que formen entre si un angulo
cualquiera distinto de 0 0 90°, siendo 7 y @ los vectores caracteristicos que definen el
movimiento. Conocidos los mismos, es posible determinar la velocidad de cualquier
punto:

<
Il
Ny
+
Q&
>
N
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A esta expresion, se la denomina forma propia de la ley de distribucién de velocidades.

Sien lugarde 7 se conociese la velocidad de un punto cualquiera P; del cuerpo, podria
procederse de la siguiente manera:

|

+

Il
N,
iyl

AN
AT

)

_l_

I
Ny

<N

Restando miembro a miembro
Vi-Vi=dnli-7)

1

O~

V.=V,+an(F-7) (2.14)

Se observa que la (2.14) permite encontrar la velocidad de un punto cualquiera P; en
funcidon de la velocidad de otro punto P; como si el vector @ pasara por este ultimo.
Esta ultima expresion se denomina forma impropia de la ley de distribucién de
velocidades, y al punto cuya velocidad se conoce y en funcidn de la cual se calculan las
velocidades de los demds puntos del sistema se lo llama centro de reduccion del
movimiento.

Nétese que el punto P, ha sido definido como perteneciente al cuerpo en movimiento.
Por ello, la aplicacion de esta ultima expresién implica tomar en cuenta esta condicién
aun cuando se haya elegido como centro de reduccidn a un punto que se encuentre
fuera de la regién del espacio comprendida por el cuerpo; si éste fuera el caso, en la
(2.14) deberd colocarse la velocidad de la que estaria animado el punto P; si el cuerpo
le impusiera su movimiento.

Ejemplo demostrativo:
Sea un disco de radio r que gira con @, respecto del bastidor 0 0’ 0” el cual a su vez
gira con @, alrededor del eje 0 0”.
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gl

Il
£l
+
el

U!I

gl
[~

La velocidad ¥, del punto Py del disco sera:
Vi=o, AN +0, AT,

y la velocidad de un punto cualquiera P:

—

V=0, A1, +w, AT,,
Restando miembro a miembro
V=V, = /\(’”2 —r1)+a)2 ’\(Vo'z —’”'1)

V,=V +(a)1 +a)2) NNy

V,=V,+ao nr,
Es decir: la velocidad de un punto cualquiera como el P, es la del punto P; (centro de
reduccidén) mas la velocidad que P, tendria si @ pasara por P, debido a la rotacion
o+ @, .

Noétese que las expresiones propia e impropia, conducen a un uUnico resultado.
Graficamente:
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Derivando con respecto al tiempo la (2.12) o la (2.14) puede ser encontrada la ley de
distribucién de aceleraciones en el movimiento rototraslatorio.

Partiendo de (2.12):

. =~ dr . _ . =
an:E+7/Ar+a)/\V (forma propia)
tomando (2.14)
Gy =7 A F =)+ @A (7 -7)
dt
o
dy=a+7 Ai-7)+dn|d A5 -7 (2.15)

Que es la expresion impropia de la ley de distribucion de aceleraciones.

2. 5. Estudio general del movimiento rigido

Se presentaran dos formas de estudiar el movimiento de un sistema rigido. La primera
consistird en el “seguimiento” desde el marco absoluto de una terna solidariamente
unida al cuerpo y la segunda se basara en los conceptos del movimiento relativo. La
eleccién de uno u otro método de resolucion dependera sobre todo de las geometrias
gue intervengan y la mejor indicacién de la eleccién se tendrd después de haber
adquirido experiencia con ambos métodos.
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2. 5. 1. Primer método: Movimiento Absoluto.

Sea una terna (0,7, j,k)en el marco de referencia respecto del cual interesa
conocer el movimiento del cuerpo, al que se denomina absoluto.

z Se adoptara una terna movil
| solidaria al sistema rigido vy
con respecto a la cual se
conocen las coordenadas de
todos los puntos del mismo;
asi, para un punto P, las
coordenadas x;, VY1, 23
respecto de la terna

(0,,i,,7,,k,)son  constantes
conocidas.

Luego, se estudia el
movimiento del sistema
rigido analizando el de Ia
terna movil solidariamente
unida al mismo.

Los problemas fundamentales que se plantean en el estudio del movimiento son los
siguientes:

1) Conocer la configuracién (o posicién) del sistema rigido en cada instante.

2) Conocer el estado de velocidad del sistema rigido, lo que implica poder calcular los
vectores velocidad de todos sus puntos.

3) Conocer el estado de aceleracion.

1) Configuracidn: al estudiar los posibles movimientos de un sistema rigido libre en
el espacio, se demostré que poseia seis grados de libertad, y que su posicién quedaba
definida por seis parametros libres dados por seis coordenadas de tres de sus puntos
no alineados.

Para el caso que se plantea (estudiar el movimiento del cuerpo a través de una
terna unida solidariamente a él) se tendra que adoptar distintos tipos de parametros,
ya que la posicién de la terna solidaria al cuerpo quedard determinada cuando se

conozcan las tres coordenadas del origen 0, (xm,ym,zm) y la inclinacién de los ejes de

dicha terna con respecto a los de la absoluta.
Para esto ultimo podria trabajarse con los nueve cosenos directores de los tres
ejes, o bien con los denominados angulos de Euler.

a) Si se consideran los nueve cosenos directores, los ejes méviles quedaran
expresados vectorialmente asi:
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iy =ci+c,j+tesk

A A

Ji=Cylitceyjte,k

ky =cyi+cyy ] +Cs

En)

donde c;j = cos (i,j=1,2,3)

y aj son los nueve angulos directores; por ejemplo, a3 es el angulo existente entre
eleje jyyelk .

Pero asi se han elegido otros nueve parametros, de los cuales sélo se necesitan tres

(porque tres se toman de 0;), luego deberdn existir entre éstos seis condiciones de
vinculo, que son:

R
j1'j1:1 {l'klzo

Luego, si los nueve cosenos directores estan relacionados por seis expresiones,
guedaran tres cosenos directores libres, de los cuales nunca podra haber mas de dos
de un mismo eje. Asi, la posicién quedara definida en funcién de las tres coordenadas
del origen de la terna de arrastre (0;) y de tres cosenos directores de sus ejes. Con esto
se tienen seis parametros libres y por ende seis grados de libertad. Pero las seis
ecuaciones de vinculo constituyen un sistema muy complicado para resolver, maxime
estando formadas por funciones trigonométricas. Por esta razén conviene trabajar con
los angulos Euler.

b) Si se adoptan los tres angulos de Euler para conocer la inclinacién de los ejes de
la terna mévil con respecto a la absoluta, los cuales son independientes entre si, se
puede efectuar la transformacion de un sistema cartesiano dado en otro mediante tres
rotaciones sucesivas que deben realizarse de modo determinado. Los angulos de Euler
corresponden precisamente a estas rotaciones.

Se pasard de la posicidon de la terna absoluta (O,I'A,]A',k) a la mévil (O,fl,fl,kl).
k
M

>

> ::

e
I

El proceso se inicia haciendo girar el sistema original (0,7, j,k) un angulo y sobre el
eje fijo k en sentido contrario al horario, obteniéndose el sistema (0,,i’, j’,k). Este
movimiento recibe el nombre de precesion y y angulo de precesion.

82

—_—>



Capitulo 2 — Cinematica de los Sistemas de Puntos

En un segundo paso se hace girar este nuevo sistema en sentido antihorario un

angulo 0 alrededor de i’, obteniéndose el sistema intermedio (0,,i',j",k,). Este es el
movimiento de nutacién y 0 el angulo de nutacién, que varia de 0 a &. El eje i’ recibe
el nombre de linea nodal y es la interseccién de los planos i j y i'j".

!

Finalmente, se giran los ejes (0,,i',j",k,) en sentido antihorario un angulo ¢

alrededor del eje k,, obteniéndose el sistema deseado (0,,7;,/,,k;). Este dltimo
movimiento, recibe el nombre de spin o rotacion propia. Asi pues, los angulos de Euler

v, 0, ¢ determinan por completo la orientacion del sistema (0,,i;,j,,k,) con relacion

al (O,f,]’,/é)y los seis grados de libertad de un cuerpo quedan establecidos a través de

los seis parametros libres dados por los tres angulos de Euler y las tres coordenadas
del origen del sistema movil:

Xo1 = X1 (7) w =y ()
Yo1 =Yor (£) 0 =0 (1)
Zgy = 2o (1) p=0 (1)

Si se tienen estas funciones, se conoce para cada instante t la posicidn del cuerpo.

Ejemplo de aplicacién: Configuracion

La chapa PR gira con velocidad angular @, alrededor de la barra de longitud / que rota
con velocidad angular @, alrededor del eje vertical, ambas de médulos constantes.

83

ot >



Mecdnica Racional

Aqui el cuerpo en estudio es
la barra PR sometida a dos
rotaciones alabeadas. La
precesion queda expresada por el
angulo y y la rotacién propia por
el angulo ¢, siendo la nutacion
constante, por cuanto 0 = 1/2.

Por lo tanto, la configuracion
de la barra queda determinada por
las siguientes expresiones:

y(t) = o.t
0=mn/2

0 (t) = .t
Xo1 =1 cos y
yo1 =1sen y
Zo1 — h

2) Estado de velocidad

Se ha dicho que conocer el estado de velocidad de un cuerpo implica conocer los
vectores velocidad de todos sus puntos. Para ello, se tomara el origen de la terna mévil
como centro de reduccion del movimiento, suponiendo conocida la velocidad de dicho

punto V}, y el vector rotaciéon @ en el mismo 0;.

Derivadas de vectores absolutos

expresados en ternas moviles:

Cuando vectores que son observados
desde el marco de referencia absoluto se
expresan en sistemas coordenados moviles
respecto del observador, sus componentes
guedan expresadas segln versores que son
variables con el tiempo.

Antes de determinar el

estado de

velocidad, se desarrollaran las férmulas de

Poisson, que facilitaran el tratamiento
posterior del tema vya que permiten
reemplazar la derivada temporal de los

versores por una sencilla expresién.

| 1 seny fl][ y
G ;
ke g
P 0
e
?0] /
r T
~"Z) X]
1 01
\ Yi

IUI

[

Sea la terna (0,,i, j,,k,)solidariamente unida al cuerpo. Para un punto genérico P del

cuerpo su vector posicidn con respecto a la terna en movimiento sera:
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F=x ity itk (2.16)
con X,,,, Yz, =constantes

pero con respecto a la terna absoluta: 7 =/ -1,
y derivando con respecto al tiempo:

o dy
dt  dt dt o1

es decir, que la velocidad del punto P es:

Por lo que, derivando (2.16) y reemplazando:

V=V diy g, 2.17
= Ol+x1.dt+y1'dt+zl'dt (2.17)

Se analizard el significado de las derivadas de los versores con respecto al tiempo. Para
ello, comparando la expresién (2.17) con la forma impropia (2.14)

se observa que necesariamente:

~ diAl d]A'l dlgl
ONFV =X -— 1t -E—FZI ?

pero es:

=x@ A fl)+yl(5’Af1)+Zl(ajA lgl)

y por lo tanto resulta, siempre por comparacion:

di, _ .

E=a)/\ll

d, . .

7;_(0”1 (2.18)
dk, _

ar _Onh
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Estas expresiones se conocen como las férmulas de Poisson y permiten expresar
las derivadas de los versores en funcidén de un sencillo producto vectorial entre la @
impuesta a la terna madvil y el mismo versor. Fisicamente, las derivadas de los versores
maviles representan las velocidades de sus afijos debido a la rotacidon de la terna.

Retomando el planteo del titulo, determinar el estado de velocidad del cuerpo es
sencillo si se conocen el vector rotacion @ vy la velocidad del origen de la terna movil

—

Vo1 puesto que la velocidad de cualquier punto podria determinarse con la expresion
(2.14).

donde: V ; velocidad del punto considerado.

Vo, ; velocidad del origen de la terna mdvil, tomado como centro de
reduccion

o ; vector rotacién del cuerpo, trasladado al centro de reduccién 0,
¥ ; vector posicion del punto considerado, referido al centro de reduccién
0,, origen de la terna mavil.

En el caso en que no se conozcan a priori @ y V,, se hace necesario encontrar la

forma de calcularlas. Si se toman tres puntos del cuerpo P4, P, y P3 y se aplica la ley de
distribucién de velocidades para P, y P53 con respecto a P; como si éste fuese centro de
reduccion:

+ OAF,

[l
(R
|

(2.19)

[

S
Il

V. + onr,

Las ecuaciones (2.19) son vectoriales y de las mismas surgirdn seis ecuaciones

escalares con doce pardmetros: nueve componentes de las V,,V, y V; vy tres
componentes de .

Por lo tanto, doce parametros menos seis ecuaciones de vinculo, resultan de nuevo
seis parametros libres, por lo que el estado de velocidad de un cuerpo quedard
determinado cuando se conozcan seis parametros de velocidad de tres de sus puntos
no alineados.

Las seis ecuaciones escalares obtenidas de las (2.19) seran:
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Vay =Wy + o, (x2 —xl)—(ox (22 Zl)
VZZ _Vlz +w, (y2 _yl)_a)y (x2 _xl)
V3x:V1x+wy (23_21)_a)z (y3_y1) (219,)

zZ z X
( le ’ Vly ’ Vlz
; V2x ’ VZy ’ VZZ
y los doce parametros
| V3x ’ V3y ’ V3z
o, , 0 , 0

de los cuales seis deberan ser dados para poder determinar el estado de velocidad.

Ejemplo de aplicacién: Estado de velocidad

Un cuerpo rigido se mueve con respecto del marco de referencia absoluto. Los
datos geométricos y cinematicos aportados estan referenciados a la terna moévil fija al
cuerpo, y son:

P1(7IOIO)I PZ(OISIO)I P3(01014) [Cm]

wy =2 rad/s
Vix=-3 cm/s

Vax = Vo, =2 cm/s
Vax = V3, =5 cm/s

Hallar el estado de velocidad y la
velocidad del origen de la terna
movil.

Resolucion:
Haciendo uso de las ecuaciones
(2.19) y (2.19), se obtiene:

V3 = Vix + 4 Wy
vy =Vyy—8-7 w,
V3; =V + 7 Wy
Vax = Vix— 5 W,
Voy =V — 7 W,
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Voy =V, + 10+ 7 w,

gue constituye un sistema de seis ecuaciones con seis incégnitas. Reemplazando
los datos y despejando, se obtiene:

wy = 2 rad/s; w, = -1 rad/s; viy= 6 cm/s; voy = 13 cm/s; v1, = -22 cm/s y v3, = -8 cm/s

Luego, tomando a P; como centro de reduccidn, se tiene:

y resolviendo
VOI (-3,13,-8) cm/s

Invariantes del movimiento rigido general
Como se ha visto al estudiar el estado de velocidades, una vez determinada la rotacién

o y la velocidad V de un punto cualquiera, es posible determinar la velocidad de
cualquier otro punto aplicando la ley de distribucién de velocidades.

El vector rotacién @ es la resultante de todas las rotaciones que afectan al sistemay
esa resultante sera la misma cualquiera sea el centro de reducciéon adoptado; por esta
razon se la suele llamar invariante vectorial del sistema.

@ = Za? (2.20)
i=1

Se vera ahora en qué consiste el concepto de invariante escalar del sistema; si se
refiere la velocidad de un punto cualquiera al centro de reduccién se tendra:

Vi=Vy +onr,,

1

y multiplicando m. a m. escalarmente por un vector @ =

S|

!

o=V, -a)+(a)/\roli)a)
El segundo sumando de la derecha se anula por cuanto @A, serd perpendicular a
W

resultando:

Vo=V, -o=cte=pu

Esto expresa que los vectores velocidad de un sistema material rigido proyectados en
un determinado instante sobre la direccidn del vector rotacidon son una constante que
recibe el nombre de “invariante escalar u“.
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H= I701 0= I701 : (2.21)

SR

Los invariantes vectorial y escalar suministran importante informacion, ya que definen
el tipo de movimiento:

a)Siu=0 porque ® =0 = Movimiento de traslacion.

. VO]
b)Sin=0 -
olV,=

=0= Movimiento de rotacién (O, es punto del eje de rotacién)

Movimiento de rotacidn instantanea

c)Si u==xV, debeser & H 1701 porque al proyectar, lo hace con su verdadero
valor = Movimiento helicoidal permanente.

u#0

s H 75‘1701‘

= Movimiento helicoidal instantaneo

En este ultimo caso, tal como se vio en el apartado b.3), la velocidad o traslacién
forma un dngulo distinto de 02 6 902 y teniendo en cuenta que la componente paralela

a & dela V de cualquier punto es constante, al pasar de un punto al otro la
velocidad varia sélo por su componente perpendicular a @ . Existe entonces una recta
paralelaa @ en cuyos puntos se anula la componente de la velocidad perpendicular a
dicha direccién y en tal caso, esa velocidad toma su valor minimo. El lugar geométrico
de los puntos de velocidad minima recibe el nombre de eje central del movimiento o
eje_instantaneo del movimiento helicoidal. Dicha velocidad minima representa el
vector traslaciéon del movimiento helicoidal instantaneo:

T=Uu® (2.22)

Luego, para cada punto la componente u @ representa la traslacion y las

componentes V' son las velocidades originadas por la rotacion.

Por lo tanto, el movimiento helicoidal instantaneo puede reducirse en cualquier
punto del eje central a una rotacién @ (invariante vectorial) y a una traslacién de
igual direccién 7 = u o .
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Para determinar un punto del eje central se procede de la siguiente manera:
Vi =Vo + ONF = ne
multiplicando vectorialmente m.a m. por @

ONV,, + c?)A(J)AFOIE ) = UOAD =0

>

—_
—_—

0 A
J
A
1
y resolviendo:
WAV, + w(a)-rolE)—rolE(a)-a))= 0
—_— —
- — 2
tomando 7, , L @ @
1
es wr,, =0
] . 5)/\1701
finalmente; 7, , =——5F+ (2.23)
1 (02

Una vez determinado E que es un punto del eje central, éste puede ser tomado
como centro de reduccidon para usar la forma propia de la ley de distribucién de
velocidades:
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Ejemplo de aplicacién. Invariantes

Retomando el ejemplo utilizado para explicar la configuracidn, en el cual la chapa
PR gira con velocidad @, alrededor de la barra de longitud / que rota con velocidad
@, alrededor del eje vertical, determinar:

1) Invariante vectorial.

2) velocidad del centro de reduccion.

3) invariante escalar.

4) un punto del eje central del movimiento.
Tomar como centro de reduccién:

a) el punto 0
b) el punto P
| 2=
0 ]
Resolucion: \g_i,E/wl

s T a
Se adoptard para el analisis del R\ ,
problema una terna fija al bastidor OPO, ] 1

. (03]
es decir, rotando con ®; respecto del il P ©2
sistema de referencia absoluto 3
solidariamente unido a los cojinetes 00 . h

a) Reduccidn del sistema al punto 0

2) La velocidad de O como punto de la varilla sera la impuesta por @,:
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V, =, (”ﬂ—h]A}) |
Cualquier punto de la chapa que pasare
(hipotéticamente) por 0 tendra siempre la

— w
velocidad V, calculada antes. Al colocar los
vectores @ y V, en 0 hemos reducido el
sistema a ese punto y a partir de él podemos
calcular la velocidad de cualquier punto de la yi
chapa. 0
X1
S R o oito k] o 0l
/ 2 2 / 2 2
Se observa que L # 0y por tanto es un movimiento helicoidal instantaneo:
- W, @, [ A A W, @, [ A A
(w/a)z + w; ) 1 2
4)
s ONV, @) hk, + @] 1], + o w,hi,
0E — 2 2 2
0] w; + o,
Z)
)

Debe tenerse en cuenta que este vector se /‘
extiende desde 0 a E. Notar que el eje I S 4 EJC_,"
instantdneo es fijo en la terna movil, pero como o g '
ésta rota, el eje va variando su posicion respecto
de la terna fija.

= V1
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b) Reduccidn del sistema al punto P:

20) 7, = @, nfy, =k, Allj, +hk,)= -l

- ol
S ey
o] +
~ . o, w, [ A ~ w0, | A ~
T=u - w:ﬁ(—a)z I+ kl) Zm(—a)z 1+ kl)
(w/a)l +a)2) 1 2
49)
oAV >l -
- _ r_ 1 :
Tpg = 7 - 2 > i
@ o + o,
7»; medido ahora desde P. h
" Eje

7 =y

X1

3) Estado de aceleracién:
Tomando los mismos puntos del cuerpo que en el apartado anterior y trabajando
analogamente con la forma impropia de la ley de distribucién de aceleraciones:

G, =G, + 7 AFy + N ONF, ) (2.24)

dy = a, + ) NIy, +5)A(5)/\’713)
Siendo: =y, i+y, j+r. k

Por lo tanto, el estado de aceleraciéon de un sistema rigido quedard determinado
cuando se conozcan seis pardmetros de aceleracidn de tres puntos no alineados.
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2. 5. 2. Segundo método: Movimiento Relativo.

Se estudiara ahora el movimiento de un sistema rigido aplicando una metodologia
distinta a la vista recientemente.

Para ello se analizara el movimiento del cuerpo respecto de una terna ubicada en
un marco de referencia que se mueve con respecto a otra considerada fija, solidaria al
marco de referencia absoluto. A la terna movil se la denomina “de arrastre”, siendo

Q) su vector rotaciony V), el vector velocidad de su origen, ambos absolutos.

En la siguiente figura, se han dibujado esquematicamente dos observadores: el
absoluto (A) y el mévil (M), ambos en cada una de las ternas adoptadas.

Pueden distinguirse tres movimientos:

1) Movimiento Relativo: es el movimiento del sistema rigido con respecto a la terna
de arrastre como si ésta estuviese en reposo.

2) Movimiento de Arrastre: Es el movimiento del cuerpo como si estuviera
solidariamente unido a la terna moévil y ésta lo “arrastrase” en su movimiento.

3) Movimiento Absoluto: Es el movimiento del sistema rigido respecto de la terna
absoluta como consecuencia de la simultaneidad de los dos movimientos anteriores.

Habra siempre un movimiento absoluto y uno relativo pero puede haber muchos
de arrastre segun las ternas que se intercalen; todos ellos pueden reducirse a uno solo
por composicidn de movimientos.

Notar que Q es la velocidad de rotacién de los ejes (O, 1, j,, k;) mientras que
la velocidad de rotacién del cuerpo es @ , ambas absolutas.

Se tomara para el analisis un punto P del cuerpo y se estudiara cual seria su
velocidad con respecto a la terna absoluta como consecuencia de los movimientos
relativos y de arrastre.

Sera:

—

derivando con respecto al tiempo:
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d&idldi, dxl c dys de di, di, dk ,
a_d_ Do " 2.25
dt @ dat T a " a kl”ld I T (225

pero siendo [ y [, vectores de posicidn con respecto a la terna absoluta, sus
derivadas temporales daran las velocidades de P y 0; con respecto al marco absoluto:
VyV,.

Con respecto a los tres ultimos sumandos del lado derecho de la igualdad, pueden
aplicarse las formulas de Poisson, obteniéndose:

X, QAL +y, QA J +2 Q/\/€1 =Q/\(x1 L+ v, ] +2 l€1)=Q/\F

Por lo tanto y teniendo en cuenta que los tres primeros sumandos representan la
velocidad de P como si la terna mévil estuviese quieta:

V=V, +Vy +QnF (2.26)
donde: 17 = velocidad absoluta de P

= dr

V.. =velocidad relativa de P = ~
t

rel

III

donde el subindice “rel” indica que se deriva el vector posicién como si los ejes de
la terna de arrastre permanecieran inmoviles.

Voy + QAT = seria la velocidad de P como si el cuerpo estuviese solidariamente
unido a la terna movil y fuese arrastrado por ella (velocidad de arrastre); asi, rotaria

con Q y 0, seria el centro de reduccién del movimiento.
Luego:
V=v,+V (2.26")
Es decir que la velocidad absoluta de un punto cualquiera de un sistema rigido

resulta de la suma de sus velocidades de arrastre y relativa.
Se verd ahora qué ocurre con la aceleracion; derivando la expresién (2.25°):

v _dVy _dfda, +£;glj+i(§“;) (2.27)
dt dt dt dt dl dt

resolviendo el primer paréntesis:

dx o Ay dz o dodi dvdy e dky
d " ar N N a ar T dr de de odr

Arel
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N = (dx;, dyy . dzy 4
A + QA P+ i+ ok )=

el +QA Vrel

el segundo paréntesis da:
Garrandl ¢

A AN— =

dt

N

= QAF+QA(VM+Q/\F) —QAF+QA

Reemplazando en (21)

Ei:c_im+6AF+Q/\(Q/\?)+&MI+2é/\ﬁml

(2.28)

donde: a = aceleracién absoluta de P

a,, = aceleracion relativa de P

ﬁ01+QA?+Q/\(Q/\;7) es la forma impropia de la ley de distribucién de
aceleraciones en un sistema rigido (tal como si éste fuese arrastrado por la terna
movil) y se denomina aceleracién de arrastre.

2(2/\17’,81 es la aceleracion complementaria o de Coriolis. Aparece por la rotacién
de los ejes de la terna movil y representa la diferencia en aceleracién de P como si
fuera medida a partir de unos ejes (0,i,j,k) no giratorios y de otros (04, i1, ji, ki)
giratorios, ambos con origen en 0;. Se anula si no hay rotacién o bien si no hay
movimiento relativo y también en los movimientos helicoidales permanentes donde
a7,

’
Asi resulta: a=a, +ad,, +d,, (2.28')

Ejiemplo de aplicacién: Movimiento Relativo

Para el ejemplo de aplicaciéon utilizado en invariantes, emplear las expresiones del
movimiento relativo para encontrar la velocidad y la aceleracién absolutas del punto R
de la chapa PR.
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Resolucion: =
Se adoptara como marco de referencia
relativo el bastidor 00'P. En ¢él, se
ubicara la terna moévil o de arrastre con

origen en P, es decir, rotando con Q =@
. Luego,

/
\ﬂTITIT

donde V, =, A7y

Ao = Wy N Oy Npp

A, p=0p+ Y Nlpp+ @O NO NV

arrR

donde

— —

dp =&, N(@ NFp)
) ' -

_da _g
N dr

ame = 2a)l A relR % A

2.6. Movimiento polar

Como se vio al estudiar la composicién de rotaciones concurrentes, este movimiento
tiene lugar cuando el sistema material rigido se mueve sobre un punto fijo.

El cuerpo en este caso estd sometido a una

N

rotacién instantdnea @ = Za?i y el punto O es el
i=1

Unico punto fijo del sistema o polo de velocidades,

pero como el valor ¥, =0 se mantiene invariante,

resulta aq, =0 y ese punto es también polo de
aceleracion. En este movimiento cualquier punto
puede describir por la accion de las
@®; (i =1,2...N) una trayectoria cualquiera, la cual
por condicién de rigidez debera desarrollarse sobre
una superficie esférica ya que si consideramos un
punto P, la distancia 0P deberd permanecer
constante durante el movimiento.

Las velocidades de todos los puntos que se encuentran sobre un radio, por ejemplo
PO, son proporcionales a sus distancias a 0, por lo que si se conoce una de esas
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velocidades, las demds surgen por proporcionalidad. La velocidad instantanea V' y la
aceleracién a de un punto cualquiera como el P del cuerpo vienen dadas por:

|

<
Il
)

AN

F+aon(@AF)

S

Ql

como en la rotacién alrededor de un eje fijo pero con la Unica diferencia que si el
eje de rotacidn es fijo entonces ¥ = @ estd dirigido segln el eje fijo @ y representa la
variacion del médulo de @ por unidad de tiempo; mientras que cuando el eje no esta
fijo en el cuerpo o en el espacio, el vector ¥ ya no sdlo reflejara la variacién del 5]
sino también de la direccidon de @ y no estara dirigido segun el eje @ .

En general, en el caso de un cuerpo que gire alrededor de un punto fijo, el eje
instantaneo variara de posicién tanto en el espacio como en el cuerpo.
Cuando el eje se mueve en el espacio genera un cono espacial o herpolodio y cuando
el eje se mueve respecto al cuerpo genera un cono relativo al cuerpo llamado cono del

cuerpo o polodio. Estos conos son tangentes a lo largo del eje instantaneo de rotacién
@

y el movimiento del cuerpo se puede describir como la rodadura del cono del cuerpo
sobre el espacial.

cono del cuerpo
(polodio)

El cono del cuerpo puede
ser interior o exterior al
espacial.

El extremo de @ sigue una
trayectoria absoluta / sobre el
cono espacial y y sera por lo
tanto un vector dirigido en la
direccién de la variacion de @
la cual es tangente a /.

Como se verd en el préximo
apartado, si un cuerpo se
mueve paralelamente a un
plano, puede considerarse que
gira alrededor de un punto situado en el infinito. Los conos del espacio y del cuerpo se
convierten entonces en superficies cilindricas y la interseccion de éstas con el plano del
movimiento se convierten en las denominadas curvas base y ruleta del movimiento
plano.

cono espacial
0 (herpolodio)

Si se siguiese el movimiento de un punto P sobre la esfera de radio 0P , podria
pensarse que P en su movimiento arrastra a una esfera movil de igual radio que desliza
sobre la fija. Siendo P el punto de interseccién del eje @® con ambas esferas,
describird en su movimiento una trayectoria (linea) sobre la absoluta y otra sobre la
movil, son las herpoloide y poloide respectivamente. De esta forma, el movimiento
polar puede describirse como la rodadura sin deslizamiento de la poloide sobre la
herpoloide.
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Un caso particular y bastante comun es el que se denomina “precesién regular” y
se da cuando @, y @, son constantes lo que hace que el dngulo que forman entre

ellas y los que forman cada una de ellas con la resultante son constantes:

®; (precesion)

®, spin

a,ya, = constanfes

O=a,+a, ; dngulo de nutacion = cons tan te

En este caso, la poloide y la herpoloide son circulos y los conos del espacio y del
cuerpo son conos circulares rectos:

Caso 1: Caso 2:

1 Cono espacial Cono espacial

Cono del cuerpo

Caso: o) < Ty
).’

Oy < TE,"’g

Cono del cuerpo

()

2. 7. Cinematica del movimiento plano

Se dice que un sistema rigido estd en movimiento plano cuando las velocidades
de cualquiera de sus puntos son paralelas a un plano fijo. Teniendo en cuenta esta
definicion y la condicién de rigidez, todos los puntos ubicados sobre una normal a
dicho plano tendran igual velocidad, por lo que basta para estudiar el movimiento el
analisis de un Unico plano.
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Los sistemas rigidos que se mueven con estas caracteristicas suelen ser
denominados “chapas rigidas” y en consecuencia se estudia el movimiento de una
chapa sobre el plano que la contiene.

En el movimiento plano se utilizaran dos ejes ortogonales como sistema de
referencia contenidos en el plano del movimiento y el tercero perpendicular a dicho
plano.

Grados de libertad de una chapa en su plano:
Considerando la chapa de la figura y aplicando las condiciones de rigidez para tres
de sus puntos no alineados:

il
(xl —x2)2 +()’1 —y2)2 = dp,
n=73 (xl_x3)2+(y1_J’3)2: 123
(xz —x3)2 +(J’2 —)’3)2 =dy 229
i (21222223:0)
. -—

En estas tres ecuaciones se tienen seis pardmetros:
J X150
m=6 Xy, Vs
L X3,)3

por lo tanto, la chapa en su plano posee k=m-n =3 grados de libertad. Esto significa
qgue la configuracién (o posicion) de una chapa en su plano queda expresada en
funcioén de tres parametros, que de acuerdo con lo que puede observarse en las (2.29)
pueden ser de dos de sus puntos. Entonces, sera suficiente determinar los grados de
libertad a partir de dos puntos solamente, entre los cuales se planteard una sola
condicidn de rigidez:

(xl _x2)2 +(J’1 —yz)2 =d122 =>n=1

XM

X2 )

con 4 parametros { = m=4

de donde:k=m-n=3gl
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1) Configuracion:

Dado que en el plano el planteo se reduce notablemente, para hallar la
configuracidon es conveniente utilizar los cosenos directores de la terna de fija al
cuerpo. En efecto, los tres pardmetros libres serian en este caso las 2 coordenadas del
origen de la terna movil (Ol 3 X015 Vo ) y uno de los cosenos directores:

k ..'.‘.,\

Aqui:

=0 ltenJ
=Gl +Cy )

~o =

con

Cyy =COS Q)

Yo 1

Con lo que se observa que con un Unico argumento se conocen los cuatro cosenos
directores.

X(]]

2) Estado de velocidad:
Considerando los vectores velocidad de dos puntos cualquiera de la chapa:

V=V +V, h

I72 =V lAl +V, j1

Aplicando la condicion
cinematica de rigidez entre ellos:

=V, ‘_,__,‘ (2.30)
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se obtiene una ecuacidon escalar con cuatro pardmetros, de donde resultan tres
parametros libres de velocidad. Dandole valores a éstos, se puede calcular el cuarto
mediante la ecuacién (2.30).

Si el vector rotacién @ no es conocido, se hace necesario determinarlo, aunque ya
se sabe que su direccion debera estar sobre una perpendicular al plano del
movimiento.

Para lograrlo, se aplica la forma impropia de la ley de distribucién de velocidades
entre los dos puntos tomando uno de ellos como centro de reduccién:

V,=V,+an(7-7) (2.31)
De esta expresion vectorial se obtienen dos ecuaciones escalares con cinco
parametros que son V)., V.V, V,,,@; viéndose que el estado de velocidades

gueda en funcidn de tres parametros libres elegidos entre los cinco anteriores.

Siendo w=wo 1€1 ,en (2.31) se tiene:

Vax ;1+V2y =V i +7y Jitak /\[(x2 _xl)fl+(y2 _yl)jl]

o-

V2x =le _a)(yZ _yl)
(2.31")
Vay =V, +a)(x2 _xl)

Con las que se resuelve el problema del estado de velocidades en el plano. Por
supuesto que si se conociese el vector velocidad del origen 04, éste punto podria
tomarse como centro de reduccién para determinar la velocidad de cualquier otro
punto P;de la chapa mediante:

|
|
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3) Estado de Aceleracién:

El planteo es totalmente andlogo, pero debe tenerse en cuenta ahora el vector 7 .Si
se conociesen d,,,@ Y ¥ , la aceleracién de cualquier punto quedaria expresada por:

Cuando los vectores no son conocidos, hay que determinarlos a partir de ciertos
parametros libres de la aceleracion y cuyo numero podria determinarse aplicando:

dy=ad, +7 AP, +ONDAT,) (2.32)

ay, =day, Tty (x2 _x1) _(02()’2 _yl) (2.32)

nuevamente dos ecuaciones con cinco parametros A1y s Ayys Aoy Ay Y de los que

pueden elegirse los tres parametros libres.

Eiemplo de aplicacién: Estadosde V' y a en el movimiento plano
Determinar los estados de velocidad y de aceleracién de la chapa de la figura con

respecto al sistema absoluto (O,i,j), sabiendo que los puntos A y B de la misma
poseen los siguientes parametros cinematicos referenciados a la terna mavil fija al

cuerpo:

V. =1cm/s
a,=31+J, cm/s’

ag, =0
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—

Una vez determinados los estados de velocidad y aceleracion calcular Vi, y ay, vy
hallar el centro instantaneo de rotacién.

Solucion:

a) Para determinar el estado de velocidad, se tendra un parametro por @ y cuatro
por las velocidades de A y B: cinco en total. Tomando A como centro de reduccién se
obtienen dos ecuaciones escalares que las relacionan y por lo tanto tres pardmetros
libres.

Vo=V, +0Ar,

{VBX =V _a)(J’B _yA)
Viy =Vay + a)(xB _xA)

reemplazando
4=1-w(4-0)

—2=Vp+0(0-8)

Asi el estado de velocidad queda determinado

g

VA =f] -8 fl (cm/s) e
173 =4 ;1 -2 ]A'l (cm/s) +
- 3 A 8
a)=—zk1 (rad/s) A &(®
r:\'\
\_ -—
Va

b) Para el estado de aceleracion:

—

Gy=a,+7 NPy +@ON(DOAT )
dpy =Ax — ) (yB _yA) _a)z(xB _xA)
dpy =dy +7(x3_x,4)_502 (J’B _yA)

reemplazando
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y por lo tanto

a,=3i+j,(cm/s?)

Ql

s :?fl(cm/sz)

7=;—251€1(md/s2)

BAr,, %k A(-87)=6},

Voy=1,-8j,+6j,=1-2j (cm/s)

Gy =Gy +7 APy + ON(DAFyy)

40

4N

. 3 s 9 B "
a)/\(a)/\rAm)=—Zk1/\6]1=§1 3 N

Bie25 emss) \\ Yo

Ay =

2 4 \

Conociendo Vy,,dy,,®,7 pueden ser determinados los vectores V,, d; para

1

cualquier punto del plano, aplicando las leyes de distribucién de V, a.
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Vi=Vy+onr

G =dg +7 A +DAGAF)

d) Centro instantaneo de rotacion C.

Siendoque V. =0=V, + @ A, ,resulta

X]

N
5
o

[T B
N
=)
oo

@
!
|
Lo
)
7 I
o
[

2.7.1. Trayectorias Polares

En los movimientos planos es importante determinar la posicion del centro

instantaneo de rotacién o polo a medida que tiene lugar el movimiento.

Siendo el movimiento plano mas general el de rotacidn instantdnea existird un
nuevo centro instantaneo C para cada nueva posicidn del cuerpo. En otras palabras, el
polo va ocupando durante el movimiento distintas posiciones tanto en el plano movil

(Ol,fl,jl) como en el absoluto <O,f,j), describiendo sendas trayectorias

denominadas polares.
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El lugar geométrico de estos centros en el plano absoluto recibe el nombre de
trayectoria polar fija o base, y en el plano mavil trayectoria polar mévil o ruleta.

Asi el movimiento plano de una chapa rigida puede describirse como la rodadura
sin deslizar de la ruleta sobre la base, siendo el punto de contacto en cada instante el
centro instantdneo de rotacién.

Para determinar las ecuaciones de estas trayectorias, basta con considerar que

—

V, = 1701 +ONT, = 0 de donde, multiplicando vectorialmente por & se tiene

c

@

r.o=

I701
. (2.33)

AN
w

Q

Ahora, reemplazando en esta Ultima expresién los vectores referidos a las ternas
absoluta y mévil respectivamente, se obtienen las ecuaciones de la base y la ruleta.

Expresiones analiticas de las curvas “base” y “ruleta”
Considérese la terna (Ol,fl,j'l) unida solidariamente a una chapa rigida que se

A

mueve con respecto al plano absoluto (O,i,]) . Se aplica la ecuacion (2.33) para
determinar las posiciones del polo C en los planos absoluto y mdvil respectivamente.

LY

¥YC|-----mmmm e

B e

0 ' ' it
X0, Xc

a) Curva base:
Los vectores referidos a la terna absoluta son los siguientes:

o=wk

= dxy ~ Ay -
=—1 +

0T g T a

Reemplazando en la expresién (2.33)
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(s f =) = S B B |
w

dt  dt w dt’ od
( 1 dyy,
Xe =Xor =
J @ di (2.34)
{ _ +i dx,
Ye = Yo o dt

gue son las coordenadas del polo con respecto a la terna absoluta o curva base.
Ahora teniendo en cuenta que:

do
0=—
dt

y reemplazando en la (2.34):

( X = xg dyoi
c— 1~
d
J 4 (2.35)
[ del
= +

Estas ultimas también son las ecuaciones paramétricas de la curva base, y permiten
observar que dicha curva es independiente del tiempo. En otras palabras, no importa
cudl sea la velocidad de la chapa al describir su movimiento, la trayectoria de C sera la
misma.

b) Curva ruleta:
Referidos a la terna mavil, los vectores de la (2.33) son:

=X Va1

=w k,

oY

S

para obtener V| expresado en el plano mavil, se proyectan sus componentes:

- r(dxm ¢+dy01 A.j e r(dxm ~ dyor A.j 2 s

V01=L o Lt '11J 1+L—l+ J 'JIJJI

dt dt
y siendo:
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“1, =COS @

~.>

jfl =Cos (g0+270°):sengo

i-J, =cos ((p+90°)=—sengo

jji=cosg
resulta:
1701 :(% cos @ +% sen go] lA1 +(—% sen @ +% cos (pj fl
O, vectorialmente
7RV, won R :{ cos sengp}
—sengp Ccos@

Siendo R la matriz que representa la transformacién lineal rotacién en el plano.

Reemplazando en (2.33):

~ |— del d)’OI ~
a)kl/\L( it cos ¢ + g Sene i+

Xl iy + Vel J1= >
w

d d .
+(— 2:1 sen go+72?1 coS goj le

2
w

resultando:

Estas ecuaciones dan las coordenadas del polo en los ejes mdviles en forma
paramétrica (curva ruleta). Como antes, puede eliminarse el tiempo obteniéndose:

[ X = L) sen @ Do) cos @

cl — -
J dp dp (2.36)
[ = o) cos @ + D1 sen

La aplicacién de las expresiones (2.35) y (2.36) es inmediata conociendo:

Xo1 = Xo1 (@) ; Yor = Yo (@)
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Ejemplo de aplicacién: Curvas base y ruleta

Determinar las trayectorias polares de una barra que se mueve en su plano
manteniendo sus extremos sobre los ejes de referencia absolutos.

y A

Solucion:
Para determinar las coordenadas del polo C en el plano absoluto se aplican las
ecuaciones (2.35);

X, =/ cos (180° -90° —(p)=€cos (90° —(0)=£sen @
Yo =0

reemplazando:

x,=/{sen¢@
y.=1Lcos @
elevando al cuadrado y sumando : X4yl =0 — curva base

Aplicando ahora las ecuaciones (2.36) para determinar la ruleta:

x,, =/ cos@sen @
Yo ="Lcos’ @

eliminando el parametro o:

x,, =1 cos @ \[l-cos’ ¢ ; Cosz(p:yé’l
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Xep = E\/% '\/1_% =4 ly, _yc21

2 2
elevando al cuadrado x, +y., =/ -y,

Esta es la ecuacidn de la curva ruleta. Se analizara qué tipo de curva es partiendo
de la ecuacion de una circunferencia con centro en (a,b):

(x—a)? +(y—b)2 =’

En estecasoesa=0
X+ yt=2yb+bt=r?

ytomandob=1/2=r
X +y'=2by="ly

Por lo tanto:

BASE : circunferencia de centro Oy radio |

RULETA : circunferencia desplazada del origen 01 sobre el eje j‘l de radio |/2.

"A

. Base xg2+y2=12
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Propuesta para el alumno: Dibujar los ejes de referencia absolutos en una hoja papel.
Dibujar los ejes de referencia méviles y la barra sobre otra hoja, en lo posible
transparente. Superponerlos partiendo de 0 coincidente con 0; y comenzar el
deslizamiento del mévil sobre el fijo manteniendo los extremos de la barra en contacto
con los ejes fijos. Marcar con la punta de un lapiz en varias posiciones la posicién de C
en los dos sistemas simultdneamente. Separar y observar las trayectorias del polo.
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Capitulo 3
CINETICA DEL

PUNTO MATERIAL

3. CINETICA DEL PUNTO MATERIAL

Las ideas actuales acerca del movimiento de los cuerpos se remontan a Galileo y
Newton. Antes de ellos, se creia en las ideas de Aristoteles, quien sostenia que el
estado natural de un cuerpo era estar en reposo y que éste sdlo se movia si era
empujado por una fuerza o un impulso. De ello se deducia que un cuerpo pesado debia
caer mas rapido que uno liviano, porque sufria una atraccion mayor hacia la Tierra.
Galileo demostrdé que las anteriores ideas estaban equivocadas dejando caer esferas
de distintos pesos a lo largo de un plano inclinado. Demostrd que cada cuerpo
aumentaba su velocidad al mismo ritmo, independientemente de su peso. Por
supuesto que una esfera de plomo caerd mas rapida que una pluma, pero ello se debe
Unicamente a que la pluma es frenada por la resistencia de aire. En los experimentos
de Galileo, cuando un cuerpo caia rodando, siempre actuaba sobre él la misma fuerza
(su peso) y el efecto que se producia consistia en acelerarlo en forma constante. Esto
demostraba que el efecto real de una fuerza era el de cambiar la velocidad del cuerpo,
en vez de simplemente ponerlo en movimiento, como se pensaba antes. Ello también
significaba que siempre que sobre un cuerpo no actuara ninguna fuerza, éste se
mantendria moviéndose en una linea recta con la misma velocidad.

Los experimentos de Galileo sirvieron de base a Newton para la obtencién de sus leyes
del movimiento.

En el presente Capitulo se estudiaran las relaciones entre el movimiento de los puntos
materiales y las causas que los provocan. Recuérdese que para la Mecdnica las
particulas o puntos materiales, son entes desprovistos de dimensiones (punto
geométrico en el sentido del tamafio), aunque se admite la abstraccién de que pueden
poseer masa.

3.1. Leyes de Newton

El movimiento general de un cuerpo sujeto a la acciéon de fuerzas reconoce su
tratamiento analitico a partir de 1687 cuando Newton establecid las leyes basicas que
lo rigen. Es importante sefalar que si bien diversos autores califican a los postulados
de Newton como “principios” antes que como “leyes”, este hecho no invalida su
aplicabilidad en la mecanica clasica.
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Primera ley (principio de inercia)

Una particula originalmente en reposo o moviéndose en linea recta con velocidad
constante, continuard en ese estado si no se la somete a la accion de una fuerza
desequilibrada.

Segunda ley (principio de masa):
“Una particula sujeta a la accién de una fuerza desequilibrada F' recibe una

aceleracion a que tiene la misma direccién y sentido que F y cuyo modulo es
directamente proporcional a la fuerza”.

Esta ley es fundamental en cinética puesto que relaciona el movimiento acelerado de
una particula con las fuerzas que acttan sobre ella.

Si en un marco de referencia imaginario considerado “fijo” en el espacio se aplica una

fuerza desequilibrada F| a una particula, puede medirse la aceleracién a; y como son

directamente proporcionales, puede determinarse la constante de proporcionalidad
efectuando el cociente:

Una fuerza F, aplicada a la misma particula, engendrard en ella una aceleracién a,
de tal manera que, en general:

E_FZ_ Fn

=m

a @ a,
en todos los casos el cociente sera el mismo y como Ig’yﬁ son vectores, ambos
tendran igual direccién y sentido. La magnitud modular m recibe el nombre de masa
de la particula y proporciona una medida cuantitativa de la resistencia que opone la
misma a que su vector velocidad sea cambiada, propiedad que se denomina inercia.

Si la masa de la particula es m, esta primera ley queda expresada matematicamente
como:

F=m-a (3.1)

Esta es la ecuacidn de movimiento y es una de las formulas mds importantes de la
mecanica. El segundo término recibe el nombre de fuerza directriz del movimiento o
fuerza de inercia.

Principio del paralelogramo:

“Cuando sobre la particula actia mdas de una fuerza, la resultante se determina
mediante una suma vectorial de todas ellas”.

Para este caso mas general, la (3.1) toma la forma:

=m-a (3.1)

Z .

i=1

ol

El primer término, comprende todas las fuerzas actuantes sobre la particula, es decir la
suma de las fuerzas activas y las reactivas.
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Considérese a modo de ejemplo una particula de masa m sometida a la accién de dos
fuerzas F| y F,:

F,

Diagrama de cuerpo libre Diagrama cinético

El diagrama de cuerpo libre representa graficamente a todas las fuerzas que actuan

n
sobre la particula ZFI. = I} + F,, mientras que el diagrama cinético toma en cuenta
i=1
graficamente el vector m-a .
Como se observa en los diagramas, la particula se acelera en la direcciéon de
ZFi =k +F
de manera que el médulo de a resulta:

2 F

a=—
m

Se comprueba que si en (3.1°) es ZE =0, la aceleracidon también es nula, en cuyo

caso la particula permanecera en reposo o en movimiento rectilineo uniforme.

V' =constante vectorial (MRU)

Ql
Il
-

V=0 (Reposo)

Tercera ley (principio de accidén y reaccién):

Para cada fuerza que una particula ejerce sobre otra, ésta ultima reacciona sobre la
primera con una fuerza igual, opuesta y colineal. La accidén es siempre igual y opuesta a
la reaccion.

Poco después de estas tres leyes, Newton postulé la ley de atraccidn gravitacional que
gobierna la atraccion mutua entre dos particulas cualesquiera y afirma: “dos particulas
conjuntamente aisladas tendran en cada instante actuando sobre si fuerzas colineales
de igual intensidad y sentidos opuestos”

FZG.— m, (3.2)

en la que G es la constante de Gravitacion Universal y se determina
experimentalmente (G = 6,673 . 10 m*/Kg . seg?).
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La formulacién de Mach:

Debido a las criticas que sufrieron los postulados de Newton, Mach reformuld los
fundamentos de la Mecanica estudiando las interacciones entre dos y luego tres o mas
puntos aislados, arribando a las mismas conclusiones presentadas por Newton en su
teoria, aunque con mayor rigurosidad fisico-matematica.

3. 2. Sistemas de referencia en dinamica

La validez de las leyes enunciadas sdlo es posible si se aplican a puntos materiales
referidos a sistemas de referencia en reposo o bien que se mueven con movimiento
rectilineo uniforme (denominados inerciales o galileanos).

Por lo tanto, en ningln caso debe ocurrir que el sistema de referencia se encuentre en
rotacion.

Esta definicidon asegura que la aceleracion de la particula medida por observadores en
dos marcos de referencia inerciales distintos sera la misma.

Terna con Movimiento Rectilineo Uniforme:

Sean el sistema (0',z',j) movil sin rotacion y conV = vector constante, el sistema fijo

(O,f,j) y supdngase queent=0es0=0".

Yy A
y A
P
Y
r
A j V |
= 0
R
o) -
i 0' i X
R
0 —'1‘ X X -;(

La posicidon de la particula P con respecto al sistema con movimiento rectilineo
uniforme estd dada porr=xi+yj,y con respecto al sistema fijo por

R=X-1+Y-J .Porotra parte es:
7=R—-Ro' (3.3)
con 130’:Xo’-f+Y0'-j:V0'-t(cosa I+sena -j)

y t=t
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La ecuacién (3.3) representa la Transformacion de Galileo. Si o = 0, toma la forma:

x=X-Vo't
=y (3.39)
v

<

t

Derivando a (3.3) dos veces con respecto al tiempo (y teniendo en cuenta que Vo’ y a
son constantes), resulta:

d*’7  d’R

d*  dr’
o, escalarmente
d’x _d*’X_ d’y dYY
dr®>  dt*’  dit df

lo que indica que la aceleracion de P es la misma con respecto a ambos sistemas.
Luego, la ecuacién del movimiento de Newton en los dos sistemas es:

—

F=ma
El hecho de que las leyes de Newton sean invariantes con respecto a transformaciones
galileanas se denomina principio de la relatividad newtoniana o invariancia galileana.
Por lo tanto, la forma de la ley del movimiento es invariante a una transformacion de
este tipo.

Terna en Rotacion:

Se tomara para el analisis el caso comun que se presenta con el uso de la Tierra como
marco de referencia para el estudio de problemas de ingenieria. Los sistemas de
coordenadas solidarios a la Tierra se denominan “ternas del lugar”.

>

Sol ]

—

El eje k' esta dirigido desde el centro de la tierra hacia afuera, el eje f’ es tangente a
un paralelo y el eje i’ tangente a un meridiano. Se considera inercial a un sistema
solidario con el Sol, suponiendo que el centro de éste no posee aceleracion.

Posicionando a P con el vector 7' respecto de 0’, se estudiara el movimiento relativo
de P respecto del sistema moévil con la Tierra (0, f’, f’, lg’). Pero la aceleracién
absoluta de P respecto del Sol estard dada por a =a,, +a,, +a

comp
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Por lo tanto, la diferencia entre la aceleracién absoluta (verdadera aceleracion de P) y
la relativa (con respecto a la Tierra) permite conocer el orden del error cometido por el
hecho de evaluar la aceleracion de la particula con respecto a la tierra en lugar de una
estrella considerada fija. Para ello basta con calcular:

ar T Acomp. > puesto que
arr T Aeomp = A~y

QI Q)

a) El movimiento de arrastre es el que P tendria si estuviese solidariamente unido a la

Tierra. Es decir que a,r Se descompone en:
a.1) Aceleracion debida al movimiento de la Tierra alrededor del Sol (anual):

2| 72 1
g e+lJ (3.4)

Segun Binet: a,=

ezt do* e

€ = excentricidad de la orbita.

p = parametro de la codnica =
bz/a.
y como es:
l: 1+ &-cos@ (3.5)
e p
entonces:
d*le ¢
3 =——-cosf (3.6)
do p
A
Reemplazando (3.5) y (3.6) en (3.4) resulta a, = -
p e
i sup erficie de la elipse ra-b
y como A=2§=2-— = .
tiempo empleado en recorrerla T
It 4r?-a® i cm 0,001
resulta a,=-— = =0.
e ot Seg2 8

a.2) Aceleracién debida al movimiento de rotacién de la Tierra alrededor de su eje
(diario).
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Supdngase que P se mueve cerca de la superficie terrestre: r Ry

b O ap =—0" -7-COSQ
@ = latitud
B 2
@= 86164 seg (tiempo de un dia sideral)
Ry R; =r=06378 Km
¢ :
tomando ¢ = 452, se obtiene
cm
p ap <25——5=00025g
seg

Por lo que la aceleracién de arrastre oscila en el orden de los 3,5 cm/s” (0,0035 g).

b) La aceleracion complementaria es:

a 2-onV,,

comp ~

Dada la pequefiez de @ y tomando V. = 60 m/seg, por ejemplo, resulta:

<0,5cm/ seg* (< 0,0005 g).

acomp

Por lo tanto, a—a,, sélo alcanza milésimos del valor de la aceleracién gravitatoria

terrestre g (< 0,005 g)

Este hecho permite concluir que las aceleraciones producidas por el movimiento
terrestre pueden despreciarse en la mayoria de los calculos de ingenieria, por lo que
los problemas dinamicos relacionados con movimientos sobre o cerca de la superficie
terrestre pueden resolverse usando como marco de referencia a la Tierra y un sistema
de coordenadas fijo a él, que se supone inercial.

Cuando se estudian los movimientos de cohetes y satélites (r >> RT) es necesario

considerar el sistema inercial de referencia como fijo a las estrellas para obtener
mayor precisién en los calculos.

La ecuacidon de movimiento y el sistema coordenado

Retdmese la ecuacién (3.1). En la resolucion de problemas, la misma suele expresarse
en forma de componentes que dependen del sistema de coordenadas empleado.
Cuando las fuerzas o el movimiento se describen mediante coordenadas cartesianas
x,¥,z, la (3.1’) tendrd las componentes:

ZFx:m-ax ZFy:m-ay ZFZ:m-aZ (3.7)
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con (XA AV X ) D E)
y: ‘5‘=a=\/m

En el caso de un movimiento curvilineo en el espacio, pueden emplearse las
coordenadas cilindricas; en tal caso se tendra:

2 Fo=ma, , 2 Fp=mag , D2 F.=ma (3.7)

. 12 . .
donde a.= é—e-0° eslaaceleracidn radial y
ag= e-0 +2 ¢80 eslaaceleracion transversal

En el caso de un movimiento plano donde se utilice el triedro intrinseco de
componentes normal y tangencial, sera:

ZFn:m-an, ZF,:m-a,
) ) V2 S
donde: a, =V-0=p-0°=— y a, =V=I
P

3. 3. Principio de D’Alembert (o del equilibrio dinamico)

Como se vio, en la ecuaciéon de movimiento >, F =m-a, el término m-a recibe el
nombre de fuerza directriz del movimiento o fuerza de inercia. Sin embargo, esta
ecuacion puede reescribirse en la forma:

SF-mid=0 (3.8)

Al término (—m-a) suele denominarselo reaccidn de inercia (igual y de sentido puesto
a la fuerza directriz).

Esta nueva forma (que no debe interpretarse como un simple pasaje de términos)
establece un equilibrio dindmico entre fuerzas actuantes y la resistencia al cambio de
velocidad de la particula. Graficamente:

El concepto emergente que es importante destacar, es que el vector reaccion de
inercia realmente no es lo mismo que una fuerza. En efecto, la reaccidon de inercia de
un cuerpo se manifiesta en si misma como una fuerza, siempre que una fuerza
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desequilibrada actia sobre el cuerpo, produciéndose por consiguiente una
aceleracion.
Considérese como ejemplo aclarativo el conductor de un auto que esta acelerando. El

movimiento hacia adelante del auto crea una fuerza horizontal ﬁ', que el asiento
ejecuta sobre la espalda. Segun la ecuacion de movimiento es esta fuerza
desequilibrada la que le proporciona una aceleracién hacia adelante (}7“ = m-ﬁ) .
Nétese que no existe realmente ninguna fuerza que empuje su espalda hacia el asiento
(-m a), aunque sea ésta la sensacidn que él recibe.

Este principio es de particular interés en el caso del punto material vinculado, puesto
que permite simplificar la solucién de los problemas.

En efecto, cuando el punto es libre, el primer miembro de la ecuacién de movimiento
representa la suma de todas las fuerzas activas, pero cuando el punto esta vinculado,
en dicho primer miembro estdn incluidas las reacciones de vinculo, que también son
incégnitas del problema y que ldgicamente complican la soluciéon de las ecuaciones
diferenciales aun cuando el numero de incdgnitas es el mismo, por cuanto por cada
grado de libertad que quite un vinculo, quedard un parametro menos de configuracion
y de velocidad. Supdngase un punto material vinculado sometido a la accién de
determinadas fuerzas activas conocidas; en este caso, la ecuacion de movimiento toma
la forma:

- - ~ d> -7
SE S F=ma=m
dt
El primer miembro representa la suma de fuerzas activas y reactivas y el segundo
miembro la fuerza de inercia. Pasando todo al primer miembro:

ZﬁA +ZﬁR —m-a=0
y llamando reaccidn de incercia o fuerza ficticiaa: —m-a = }7“,, gueda:
S F, +Y Fy+F, =0

Esta expresion establece que en cualquier instante (posicién) de un punto material
vinculado, las fuerzas activas, reactivas y la reaccién de inercia se encuentran en un
estado de “equilibrio dindmico”. La misma permite transformar en cada posicidon un
problema de cinética en uno de estatica con solo agregar al conjunto de fuerzas
activas y reactivas la reaccién de inercia.

La suma ZﬁA+I:“, suele denominarse fuerza perdida ﬁp de forma que la

expresion anterior se transforma en:
S F +F =0 (3.9)

qgue es la expresidén del principio de D’Alembert para el punto material vinculado
y establece que “en todo punto material vinculado en movimiento habrd en
cada instante equilibrio dinamico entre las fuerzas reactivas y la perdida”.
Los casos limites del principio de D’Alembert son:

121



Mecdnica Racional

a) Punto material libre:

> F =0 F =0

en un punto material libre no hay fuerza perdida, toda la fuerza activa produce
movimiento:

F, =Y F,+F =0

Z}z’, ——F, =m-a

—

es decir que las F, por si solas constituyen la fuerza directriz del movimiento.
b) Punto material fijo:

F, =0

ﬁP=ZﬁA (puesto que F’ =ZﬁA+FI)

y teniendo en cuenta (3.9)

M F+Y F,=0

que es la ecuacién general de la estatica y que establece: “Toda la fuerza activa se
pierde en los vinculos”.

¢) Como conclusidon de los casos limites, puede observarse que en todos los casos
intermedios parte de las fuerzas activas dan lugar al movimiento mientras que el resto

se pierde en los vinculos.

3. 4. Fuerzas naturales

La Mecanica establece como hipdtesis que las fuerzas actuantes sobre un punto
material dependen en el caso mas general de la posicion de la particula, su velocidad y
el tiempo. Asi:

FF(r7a) = F e S0 € )
- V, 9 - xayazadtadt’dt’

Se consideraran a continuacién algunos casos tipicos:

a) Fuerzas dependientes de la posicidn:
Son las que dependen exclusivamente de la posicién del punto material:

F=FF)= ﬁ(x,y,z)
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Estas fuerzas, por su naturaleza, dan lugar a los campos de fuerza (que son el espacio

donde esta definida la funcién F ) donde para cada tres valores x, y, z corresponde un
unico vector fuerza.
En estos campos vectoriales, mas que la fuerza definida en cada punto del campo,
interesa conocer la intensidad del mismo en cada punto, que seria la fuerza que
corresponde a un punto material de masa unitaria colocado en el campo, es decir, la
fuerza por unidad de masa.
En los campos de fuerza que se presentan en la naturaleza se verifica que si H es la
intensidad y m la masa, la fuerza que actua en cada punto es

F=m-H
Un campo de fuerzas, entonces, queda definido por su intensidad, dado que la fuerza
depende de la masa que se coloque en el campo. Un ejemplo de tales campos es el
gravitatorio, en el cual la intensidad es el vector aceleracién de la gravedad g , ya que
el peso depende de la masa que se coloque en cada punto:

P=m-g
Un campo se dice que es uniforme cuando su vector intensidad H es constante para

toda la regidn del espacio en la que estd definido. Cuando se trabaja en una porcidn
reducida del espacio, el campo gravitacional se toma como uniforme.

P (m)
[

(8]

H (x,1.2)

La intensidad de un campo puede expresarse en funcién de sus componentes en una
terna de referencia.

— A

H = Hx (x,y,z) f+Hy (x,y,z) j+HZ(x,y,z) k

Otro concepto que es interesante definir en estos campos es el de lineas de fuerza
dibujando para ello una linea que en cada punto del campo sea tangente al vector

intensidad H . Es decir, que la tangente a la linea en un punto tiene la direccién de la

intensidad de campo. A tal linea, cuyo sentido queda determinado por el de H ,sela
denomina linea de fuerza.

Por cada punto del campo pasa una sola linea de fuerza, pues si pasaran dos o mas
habria en ese punto dos o mas fuerzas, lo que es contrario a la hipdtesis de existencia
del campo. Si el campo es uniforme las lineas de fuerza son rectas paralelas; para un
campo gravitatorio (como el terrestre) las lineas de fuerza seran rectas concurrentes.
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Las ecuaciones diferenciales de las lineas de fuerza pueden deducirse teniendo en
cuenta que el desplazamiento infinitésimo dr sobre una linea de fuerza debe ser

paraleloa H , luego:

z |
HAdrF=0 (3.10)
6
ik
H, H, H|=0
dx dy dz
Por lo tanto

(Hy-dz— Hz-dy)i +
+(Hz-dx—Hx-dz)j+
+(Hx-dy—Hy~dx)/€=6

y si el vector es nulo, seran nulos los términos entre paréntesis; de donde:

dx _ dy _ dz (3101)

H, H, H,
gue son las ecuaciones diferenciales paramétricas de las lineas de fuerza.

b) Fuerzas dependientes de la velocidad:

Generalmente, el medio en que se desplaza una particula ofrece una oposicion a tal
desplazamiento mediante un conjunto de fuerzas que suelen denominarse fuerzas
resistentes.

Se comprueba experimentalmente que dichas fuerzas tienen la direccién del vector
velocidad pero con sentido opuesto y se expresan de la siguiente forma:

donde k es un coeficiente que depende del médulo de la velocidad segun la funcién:

k=p, +/U1V+/U2V2 ot V= z:uivi
i=0

y donde:

Lo, =cte. = Fuerza de rozamiento estatico (tiene prioridad cuando el
movimiento se inicia) =C, - N
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K1 v = término de resistencia viscosa. Se toma en cuenta para velocidades
v <2 m/s, depende de la forma de los cuerpos y de la naturaleza de los
medios en contacto.

L2 v’ = término de resistencia hidraulica. Se toman a medida gue aumenta la
velocidad. 2 < v <200 m/s.

I, V" = términos de resistencia balistica. Se tienen en cuenta para grandes valores
de v > 200 m/s.

Todos los ; se determinan en forma experimental.

3.5. Conceptos mecanicos derivados

A continuacidn se presentan algunas relaciones entre magnitudes dinamicas derivadas
a partir de la ecuacion de movimiento.

3.5.1. Trabajo Elemental:

Dada una fuerza F y un desplazamiento elemental dr de su punto de aplicacion, se
define como trabajo elemental de una fuerza F para dicho desplazamiento al

producto escalar:

dw =F-dr (3.11)

Segun sea el parametro de variacion de la fuerza, el trabajo tomara diversas formas:

a) Fuerza F' constante:

W, =]3~Ezdi7=ﬁ-(?2 —}71)=Fa’12 cosa

siendo® el angulo que subtienden F'y (VZ _rl); en el caso que sea nulo, la expresién

del trabajo realizado por la fuerza constante colineal con el desplazamiento toma la
conocida expresiéon
Wi, =F di,
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b) Fuerza dependiente del tiempo: F= 13(1)
dw = F(t)-dr

para integrar, se debe conocer dr en funcién del tiempo:
dr =V (1) dt

luego:
dw = F(t)-V(¢) dt

en una terna cartesiana, sera:

AW =(F Ve + F, V, + F. V.| di = /(1) di

1
Wi =) f@)dt
1

c¢) Fuerza dependiente de la posicion: F = 17“(17)
Para una terna cartesiana:

AW = F(x,y,z)-dr

dW =Fxdx+Fydy+Fzdz

X2 Y2 z2
Wi_p = Fx dx + Fydy+ | Fzdz
X1 Y1 21

c.1) Fuerzas Conservativas:

Se definen asi a las fuerzas que resultan ser el gradiente (V) de una cierta funcion
escalar. Son un caso particular de fuerzas posicionales y el campo que generan se
denomina campo conservativo.

Sea la funcidn escalar u = u (x,y,z) continua y derivable.

Luego serd

F=Vu( )—@#&“ @lé
u(x,y,z i 7y 2,

En este caso, el campo de fuerzas es un campo de gradientes y por lo tanto rot

F =rotVu = 0. Se dice que el campo conservativo es irrotacional:
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ij ok
rotF = E i i =0
ox Oy Oz
Fx Ev Fz
oy ox ox oz oy 0Oz

Resulta importante analizar si para todos los campos irrotacionales las fuerzas derivan
de una funcién escalar uniforme (simplemente valuada).
El trabajo aqui sera:

Ju, u, u A A ~
dW:(E’ v_y”z")'(dxz +dy j+dz k)

ou ou ou
Zadx+5dy+zdz =du

W, = J.ulz du=u, —u, (3.13)

Como se observa, en un campo conservativo el trabajo dependera exclusivamente de
la posicidn final e inicial del punto de aplicacidon de la fuerza, es decir, de los valores
qgue adopta la funcién escalar u en dichos puntos, sin importar la trayectoria para ir de
uno a otro. En el caso de una linea cerrada, el trabajo de la fuerza es nulo

(8i A =P, =W, =0).

Recordando el Teorema de Stockes:

rot F

iﬁ ﬁ-d?z”sﬁ-rot]:“ds

en el cual la integral de linea representa el trabajo de circulacién de la fuerza F' y la

integral de superficie es el flujo del rotor del campo a través de la superficie limitada
por |.

Si se tiene un campo irrotacional, es decir rot F =0, resultara:
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§F-di=0 6 W,=u,-u=0 si B=P
/

El trabajo a lo largo de una linea cerrada es cero, lo que sera valido si se cumplen las
condiciones del Teorema de Stockes, es decir, que el campo sea simplemente conexo.

c.2) Fuerzas no conservativas:

Si el campo es multiplemente conexo, como el de la figura, el flujo del rotor del campo
a través de la superficie limitada por / no cumple las condiciones de nulidad por cuanto
en Sy no esta definido y por lo tanto, el flujo a través de esta superficie S representaria
el trabajo de circulacién en la linea 1’ lo que haria que el trabajo a lo largo de una linea
cerrada que abarcase la parte no definida fuese distinto de cero.

Para aclarar lo anterior considérese el espacio de multiple conexién no definido en la
zona Sy tédmense los puntos del campo P,y P,

El trabajo de las fuerzas F del campo a
lo largo de un camino que vaya de P; a
P, por la linea 1; serd Wy, = u; - u; ya
gue esta regidn es de simple conexidn.
Sin embargo, si se va a lo largo de la
linea 1, (espacio de multiple conexion) el
trabajo W seria diferente, ya que se lo
podria considerar como la suma de los
siguientes trabajos:

W =Wy + Wi + Wy + Wy + W

es: VVl/lu = - W2r12/

Wiy +Wan =uy —uy (en simple conexidn)

W., =TI = mddulo del campo (trabajo de circulacion en una linea cerrada que
limita la zona no definida)
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Wy =u,—u +T

Esta ultima expresidon establece que el trabajo entre dos puntos para un camino
multiplemente conexo es igual al trabajo para un camino simplemente conexo mas
tantas veces el médulo del campo como vueltas desarrolla el camino alrededor de la
zona no definida.

Como conclusidn de este analisis, se observa que las ecuaciones (3.12) resultan ser una
condicién necesaria pero no suficiente para que un campo sea conservativo. Estas
aseguran que el campo es irrotacional, pero serd conservativo si ademas la funciéon
potencial u = u(x,y,z) es uniforme, es decir, estd definida en toda la regién. Esto
garantizard que el trabajo W a lo largo de una linea cerrada sea nulo.

El peso de una particula y la fuerza de un resorte elastico son dos ejemplos de fuerzas
conservativas que se encuentran a menudo en Mecanica. En el primer caso, sera:

F=-mg|] ; dF:dxf+dyf+dzl€
7y - V2
Wi =L —mg-dr =—m -gL] dy

Por lo tanto W_,=m-g(y—y,)=mghAy

¥2

El trabajo sélo depende del desplazamiento vertical de la particula. En el caso
analizado, resulta positivo debido a que los sentidos de la fuerza y del desplazamiento
coinciden. Si el movimiento de la particula fuese ascendente, el trabajo resultaria
negativo, puesto que los sentidos de la fuerza gravitacional y del desplazamiento
serian opuestos. Mas adelante se analizard el significado mecanico en ambos casos.

Para el resorte, tomando x=0 en la posicidon del mismo sin deformar (x; y X, coinciden
con su elongacidn), es:
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Mov.

Fr

AMAN——e— N
777 '“/fl////o/yir

K = constante elastica del resorte.

Fr=-Kxx
W= [ Fodi ="~ Kudv

2 2
Wy =12 K (x3 - x7)
El trabajo sélo depende de las longitudes inicial x; y final x, del resorte.

d) Fuerzas de friccion:

El trabajo de una fuerza de friccién ejercida sobre un objeto mdvil por un medio fijo
depende de la trayectoria (cuanto mas larga sea ésta, mayor sera el trabajo). Por
consiguiente, las fuerzas de friccidn no son conservativas. Generalmente el trabajo se
disipa en forma de calor.

3.5.2. Potencia:
Este concepto asocia el trabajo W al tiempo empleado en producirlo.

Pot,=W / At
La potencia media en At = t; —to expresa el valor medio del trabajo efectuado por Fen
un intervalo de tiempo.

SiAt —> 0,
Pot=dW/dt=F - V=F, v, + Fyvy+F, v, Potencia instantdnea

La potencia representa la rapidez con que se ejecuta un trabajo.

3.5.3 Energias Cinética y Potencial

Partiendo de la ecuacion de Newton:
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Zﬁ - dV
=ma=m—_—
dt
y multiplicando miembro a miembro por dr :
. av . dr R
YF-di=m——di=mdV-—=mV-dV
dt dt
Introduciendo m V' dentro del diferencial:
( p2)
dw = dLmTJ

2

El término del miembro derecho recibe el nombre de energia cinética (e).

Luego:
dw =de (3.14)

Esta ecuacion describe el principio del trabajo y la energia (o Teorema de las fuerzas
vivas). Integrando entre dos instantes t; y t,:

P 6
dWw =1 de
| "
1

W,_, =—mV; _Emr/l2 (3.14°)

Aqui W1, representa el trabajo total realizado por todas las fuerzas que actian sobre
la particula cuando la misma se mueve desde el punto P; al P,. Los términos de la
derecha son cantidades positivas por cuanto no dependen de la direccion de la
velocidad. En otras palabras: “la variacién de la energia cinética de un punto material
en un intervalo de tiempo t, - t;, iguala al trabajo realizado por las fuerzas en ese
mismo intervalo”.

En el caso particularmente importante en el cual la fuerza F' es posicional y ademads
es conservativa (es gradiente de una funcion escalar u), utilizando coordenadas
cartesianas se tendra:

dW =de=du se ha tenido en cuenta (3.13)

donde u(x,y,z) es una funcién escalar cualquiera que se denomina funcién potencial.
Ahora bien, observando la expresién anterior es légico inferir que si las fuerzas del
campo realizan un trabajo positivo generando una energia cinética, lo tendran que
hacer a expensas de un consumo de trabajo que las mismas estan capacitadas para
realizar.

131



Mecanica Racional

Asi, puede definirse en el campo conservativo una cierta funcién energia potencial (p)
como energia capaz de realizar trabajo:

dwW =-dp (3.15)

ya que a un trabajo positivo de las fuerzas del campo le correspondera una cantidad
igual pero de signo contrario de p.

La funcién energia potencial p sera igual y de signo contrario a la funcién escalar
u(x,y,z) generadora del campo F .

La relacidn de p con la energia cinética es

de=-dp (3.16)

Si se pasa de un punto P; con la velocidad V4, a un punto P, con la velocidad V,, siendo
p1 Y p2 los respectivos valores de la funcion energia potencial, de la integracion de
(3.16) se tiene:

l 7

ey+py=e+p=cte=E (3.17)

Este es el teorema de la conservacion de la energia mecdnica y expresa: “La energia
mecanica E, suma de las energias cinética y potencial, se conserva durante el
movimiento en un campo conservativo”.

El aumento de la energia cinética e entre dos puntos de la trayectoria debido a un
trabajo positivo del campo, se obtiene a partir de una disminucién de la energia
potencial p entre ambos puntos.

3.5.4. Cantidad de Movimiento y Momento de la Cantidad de Movimiento

Al producto de la masa de un punto material por su vector velocidad se lo denomina
vector cantidad de movimiento Q: mv .

N 4
F=ma=m—

dt
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Luego: Fdt =mdV = d(mﬁ} dQ

A Fdt=dl selo denomina impulso elemental y a d(mI7) cantidad de movimiento
elemental dQ .

Asi: dl = d0O (3.18)

Si ocurre que no hay fuerzas que actuen sobre el punto P, o bien la resultante de ellas
es nula, de (3.18) se tiene:

dO = 0 = O =vector constante

lo que expresa que en este caso se conserva el vector cantidad de movimiento Q .

Dado un punto material P de masa m y un centro fijo O, se define momento de la
cantidad de movimiento del punto P con respecto al punto O al producto vectorial
entre el vector posicion de P respecto de O y su cantidad de movimiento:

Koy=FrnQ=FrmV (3.19)

También se lo denomina momento cinético 6 momento angular.

m
— v

Q=mv

al

K(U}

Y

N
Para un conjunto de N puntos materiales, es: K,) = ZF, Am; V;
1

3.6. Algunos casos particulares del movimiento del punto material

3.6.1. Movimiento de caida en un medio resistente:

Considérese un punto material que cae en un medio resistente desde una altura H, con
una fuerza aplicada por el medio sobre él que es proporcional a la velocidad
(resistencia viscosa).

Algunos aspectos del movimiento son:
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a) El tiempo que tarda en recorrer la altura H

A s dV
; Sea F_mdt
x —
F(v)=-p.v.v av
luego: mg—uV=m—o
dt
L S m
H m.g dv
dt:LVde
mg— U gty
m
i

LIT71777777777777777777777777777777777777

Integrando por sustitucion: (u =g —ﬁVj, av =-""au
m 2
1
f=— ln(g—ﬁV)+C1

u/m m
x=x,=0

recurriendo a las condiciones iniciales: r=0
V=v,=0

m m
O=——1ng+Cl :>C1 :—lng
H H
t:—ﬁln(g—ﬁV]Jrﬂlng
m

)z H

despejando para obtener V = V(t), resulta e = g/(g-kV), y:

V:—'Ll—e_mtj (3.20)

integrando
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mg mge_(”/m)t
X = t+ +C2
U uoplm

peroent=0es x=x0=0, de donde:

m2

C2 =——5g Y
2
Y7,

2 2
m m m
X=—gt+ ge‘”/’”’——zg (3.21)

2
H 7 7

de manera que para conocer el tiempo de caida t. basta con reemplazar x por H en la
(3.22).

b) La velocidad con que la particula tocard la superficie es facilmente encontrada de
(3.20):
m
V. =—g(l—e(_‘u/m)tc),enx:H (3.22)
Y7,

c) La velocidad que adquiriria el cuerpo si cayese indefinidamente es; también de
(3.20):

mg
Voo =—— enx—ow (3.23)
U

d) Las graficas de las expresiones (3.20) y (3.21) seran:

| R70) e
l\
%\
S
14243
142 AN 12
...................... mg’ )
mgr{p / gf(p_z ; .
1 e 3
" o s
-""'-- 2
_m-gf“ " —m2.g,*’u2 /

3.6.2. Movimiento de un punto material en un campo gravitacional newtoniano.

Considérese el caso en que una masa M ubicada en 0 genera un campo de fuerzas
= . . . - mK.
F(x,y,z) en el espacio que la circunda, siendo F =-— S
r
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K = constante de proporcionalidad =
P(x,y,z) GM

. T
r=—
— 7
La expresion de F en coordenadas cartesianas, sera:
K 1
J | a i+ 4 7+ z A
- 2 2 2
Xty +z L\/x2+y2+z \/x2+y2+22 x2+yz+z2 J
es decir:
— I’I’ZK ~ ~ ~
F=- A 2y(xz+y]+zk)
(x +y“+z ) 2
donde es:
mKx
Fo=- 2 2 2\
(x +y +z )2
mK y
F =-
y 3
(x2+y2+22)/2
mK z
E=-

z)%

(x2+y2+z

de donde puede verificarse que tal campo es irrotacional, puesto que resulta de (3.12):

dFx JFy  JFy JFz  JIx JFz
ly Ox 9z Py ° Oz  Ox
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Puede determinarse la funcidn energia potencial, aplicando (3.15) con
dr = dr# + rdoo

sz—dsz’-dF:—mK/rzdr

K K
;,dp:mz dr:;p:—m—+C
r r

ytomandop >0 si r—> oo, resulta:C=0
Asi, el potencial en un punto de un campo gravitatorio representa el trabajo que
deben efectuar las fuerzas del campo para llevar una particula desde el infinito hasta

dicho punto.

mK K -
luego: p=—"" yserd: u:m—:>F:Vu
r r

La funcién potencial es uniforme (simplemente valuada, en todo punto r # 0) y por
consiguiente el campo es conservativo.

También pueden determinarse las lineas de fuerza; de (3.10°):

Integrando:
lnleny+1nC:>1nx:1n(Cy)

Sy=Crx

haz de rectas por el origen contenidas en el plano coordenado (x,y). De igual forma
pueden conocerse las lineas de fuerza en los otros planos coordenados.

De la expresion de p(r) pueden calcularse las superficies equipotenciales:

P :)cz—i-yz+z2 :1712K2/p2

Para cada valor py de p existe una superficie equipotencial. Estas son una familia de
esferas concéntricas en 0 y por lo tanto son perpendiculares a las lineas de fuerza.
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También puede calcularse la velocidad de m en un punto P, conociéndola en un punto
P4, aplicando el teorema de conservacion de la energia mecanica:

eptpr=et+p

de donde: mb’? _mK = m’; _mK

y por lo tanto:

3.6.3. Vibraciones Mecanicas.

El presente apartado constituye una aproximacién, mediante el anadlisis de sistemas de
un grado de libertad, a la comprensién de conceptos basicos de un tema tan relevante
en la practica de la ingenieria como las vibraciones. Estas se encuentran presentes en
todas las ramas de la industria, y en especial en obras civiles e instalaciones mecanicas.
Su comprensién permite la solucién practica de importantes problemas dinamicos,
constituyendo una invalorable herramienta para el disefio de productos y maquinas
con alta confiabilidad y bajos niveles de emision de ruidos, edificios y vehiculos con
mayor confort y resistencia a cargas dinamicas, entre otras aplicaciones. En Ingenieria
Mecanica, las vibraciones constituyen un formidable instrumento de diagnéstico en la
operacidon de las maquinarias y equipos, permitiendo el mantenimiento predictivo
mediante su monitoreo continuo y el ataque de las causas raiz de roturas vy
desperfectos.

3.6.3.1. Vibraciones libres de un sistema mecanico de un grado de libertad sujeto a
una fuerza elastica

El sistema mecdnico en estudio se muestra en la figura:

Se supone que el resorte de
constante K cumple con la ley
de Hooke y que no tiene peso
ni amortiguamiento. El sistema
de referencia se coloca cuando
el cuerpo esta en equilibrio it
estdtico. Ky

Yest Yest

[
w
a2

En movimiento, se plantea:

d2
N F=m=2 P
dt
Considerando todas las fuerzas que actuan sobre el cuerpo:
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ZF:P—&%—Ky:%@ yaque P=Ky,,

2

d’y
di®

So—Ky=m =

2
dg/_i_ﬁ
dt m

y=0 (3.24)

Que es la ecuacién diferencial del movimiento oscilatorio armdnico, cuya solucidn es:
Ecuacidn caracteristica:

28 oo A :J_rz'\/K
m m
y()=C, cos\/gt +C, sen\/gt
m m

o sus formas equivalentes:

y(t)=7Y sen (a)nt + (p)

y(t) = Ycos(a)nt - 6?)

Las constantes C;, C;, Y, ¢ y O se determinan a partir de las condiciones iniciales del
problema. En el caso mas general, las condiciones iniciales, son:

Wt=0)=y,

b (3.25)
a=0=7,

Por ejemplo, de (3.24) es: y(0) = C; =Y,

y(t) = —Cl1{£S6n1{£t+cz‘{£COSJ£l
m m m m
HO =Co |~ =7, = ¢, =1, /2
m K

Se tiene asi la solucién del problema de valores iniciales (3.24) - (3.25):

K m K
y(t)=y, cos . t+V, 1% sen ;t (3.26)
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De (3.26), se observa que la frecuencia circular viene dada por ~K/m vy es

costumbre denotar @, =+ K/m llamandose en este caso a m, frecuencia circular
natural del sistema. Se denomina natural debido a que es la frecuencia propia con que
vibra el sistema al dejarlo libre luego de ser perturbado, observandose que queda
definida por la masa y la rigidez del sistema.

Como se vio en el Apartado 1.7.3 al encontrar la solucion de la ecuacidn diferencial del
MOA, la solucion (3.26) puede expresarse en otra forma mas atil para interpretar
mejor las conclusiones.

Sea:
Jyo =Y sen ¢
i
[—O =Y cos @ (3.27)
a)l’l
2
V
2
Y=y +—%
n
tg = Yo @n
VO
Luego: y(f)=Ysen @ cosw,t+Y cos@ senw,t=7Y sen (a)nt + go)
Es decir, se ha transformado (3.26) en:
y(t)=7Y sen (a)nt + (p) (3.28)

donde Yy ¢ se determinan de (3.27).

La expresién (3.28) permite asegurar que un ciclo del movimiento tiene lugar cuando
T varia 2 mrad. Es decir que el periodo T, verifica:

27
o, T=2rx T=—

a)n
Como la frecuencia es f,, = 1/T, resulta que la frecuencia natural del sistema viene dada
por:

1

In = pys NK/m (ciclos/seg o Hertz)
7

En conclusion: el movimiento del sistema es armadnico (la relacion entre y y t esta dada
por funciones trigonométricas), con frecuencia natural:

Wy
In

T2

y frecuencia circular natural

, =K/ m
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3.6.3.2. Vibraciones libres con amortiguamiento viscoso:

El andlisis de sistemas con amortiguamientos resulta muy complicado; sin embargo,
existen “modelos” de amortiguamiento ideal que se adaptan bien a ciertos casos
particulares. Uno de ellos es el que permite el tratamiento matematico mas simple y se
basa en la hipdtesis de que la fuerza del amortiguador es proporcional a la velocidad.
Tal como se vio en 3.4 b), a esta fuerza generada por el amortiguador se la suele llamar

. L d . -
de resistencia viscosa F = - c.jy, donde c recibe el nombre de coeficiente de
{

amortiguamiento viscoso.

El modelo mecdnico se muestra en la figura:

1 Ky, +Kyf
1 p y(t) | c.dy
dt
l Mov.
P
Como antes, la coordenada y(t) se mide a partir del equilibrio estatico.
Se tiene asi:
md—zy = —C@—K
dt’ a7
d’y d
m—y+c—y+Ky=0 (3.29)
dtz dt

2
K
dy+cdy+_y:0
m

dt*  mdt
Para encontrar la solucion de (3.29), la ecuacion caracteristica resulta:

2 C K
A+—A1+—=0 donde:
m m
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/11,2 = 5
2
—C c K
-t =] == (3.30)
11’2 2m (ZMJ m

Se analizardn los tres casos posibles de (3.30):

. cY K .
a) Si Ey. >— lo que ocurre es que c tiene valor elevado y hay un gran
m m

amortiguamiento. En este caso A; y A, resultan ser reales y por lo tanto la solucidn
general de (3.29) viene dada por:

y(t) — Cle/llt + Cze/lzf (3.31)
armando: o — - _ (sz K
amando: «a = o y p om -
hp=-atp
Y(t) = Cle—(a—mr I Cze—(mﬁ)r (3.32)
K
comoes a >0y >0 y ﬂzzaz——<a2 p<a
m

resulta a— 4 >0 y a+pf>0

Luego, los exponentes de las funciones exponenciales son negativos, es decir que la
solucidn y(t) viene dada por la suma de dos exponenciales decrecientes. Asi, en este
caso, el sistema no oscila. Al crecer t la masa tiende a la posicidn de equilibrio estatico
sin oscilar. Este movimiento se llama sobreamortiguado, y sus graficas para distintas
condiciones iniciales son:
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Vo> 0

Yo

2
c K
b) Si es: (—j = —, la solucidn general de (3.29) resulta:
2m m

) =(C +C, ~z)e’ﬁ’ (3.33)

2
. . c K
En este caso, ¢ se designa con c;; despejando de < | =—,resulta:
2m m
c. =2 mk =2mo,

y ¢ se denomina coeficiente de amortiguamiento critico.

Este es un estado de transicién entre el anterior y el que luego se analizara. En el caso
de amortiguamiento critico, en la expresién (3.33) como la exponencial nunca se anula
yCi+Ct=0 siysolosi t=C ycy=-c;C, el sistema no oscila y puede pasar por la
posicion de equilibrio estatico (y = 0) sélo en un caso particular. Este es un caso
semejante al anterior, pero de fundamental importancia por cuanto c = ¢, define el
valor de amortiguamiento del sistema por debajo del cual éste podra oscilar.

) <
¢ | —| <—
2m m

2
Ahora es: ,112:_Lii K [
’ 2m m \2m
2
ycomo A, =-a+iff con a=—ypB= K (¢
’ 2m m \2m

La solucién general de (3.29) es:
w(t)=e ¥[Cicos fr+Cysen fr] = C e sen( ft+ )
{Cl =Csen @
con:

Cy=Ccosg
y(t)=Ce *sen(ft+ ) (3.34)
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La solucion (3.34) demuestra que el movimiento del sistema es oscilatorio
amortiguado.

ly
Como sen (Bt + @) varia entre + 1y - 1, resulta
que la grafica de y(t) se encuentra entre
Ce ™ y -Ce™™ . La figura muestra un
caso:

K

2
R . c ,
La frecuencia circular natural reducida f=.,——-|—| , es mayor cuanto mas

m 2m

pequefio es ¢, y por lo tanto las oscilaciones son mas rapidas.
Donde:

T= 2% es ahora el pseudoperiodo.

Notese que cuando ¢ — 0= S — ,/— y resulta el movimiento de vibraciones libres
m

sin amortiguamiento.

Este movimiento se llama subamortiguado. Para este caso, resulta de interés
determinar la cantidad de amortiguamiento presente en el sistema midiendo la razén
de decrecimiento de la oscilacién.

Para un tiempo dado, t;, sera:

S
»t) =y =Ce 2 Sen(ﬁtl + @)
y un tiempo T, después, es:
C

y(+7)=y,= ce 2™

sen[ﬂ (tl+T)+(p]
=C e_ﬂ(tHT) sen (,Btl + (p)

Efectuando el cociente:
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by
<
- c
) c
ﬁzec—m:eZmT
/\ Y2 EMURD
e
\~t luego:
Y1 c
____________ In—/—=—
%) 2m
donde:
_ame e Ln
T » cc T, »

Al logaritmo natural de la razén entre dos amplitudes sucesivas se lo denomina
decrecimiento logaritmico 0 y permite conocer el amortiguamiento presente en un
sistema si se tiene un registro grafico de sus oscilaciones naturales.

3.6.3.3. Vibraciones forzadas de un sistema sin amortiguamiento:

Considérese el sistema mecdanico (masa-resorte) donde actua sobre la masa una fuerza
externa F(y,t), la cual es responsable de mantener la vibracién.

La ecuacién diferencial que describe el movimiento del sistema es:

2 2 K F
mif+&=FWA 6 v KT (3:35)
t m

Con las condiciones iniciales:

)
)=y, ; dz(o) v, (3.36)

La solucion general de la ecuacion diferencial no homogénea (3.35) sera la
composicién de una solucidn de la homogénea y una particular:
L y , o dy K
Considérese la ecuacién homogénea asociada: St y= 0
dt m

Su solucién es: y(t) = C| -cosw,t + C, - senw,t
Ahora debe determinarse una solucién particular de (3.35).
Si la fuerza externa es una funcién de ambas variables (espacial y temporal), el andlisis

matematico del problema se torna complejo en general, ya que resulta un problema
no lineal o de coeficientes variables. Ejemplos de esto son:
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a)F(y,t) =Foy. t

b) F(y,t) = F, y2. sen wt (3.37)

c) F(y,t) = Fo y?
En el caso a) se tiene una ecuacion diferencial con coeficientes variables, en b) la
ecuacién es no lineal con coeficientes variables y en c) es no lineal.
Si la ecuacién diferencial no es lineal, la solucion del problema se complica y aun para
los casos mas simples de la funcidn F(y) es necesario recurrir a métodos aproximados.
Se analizard el caso en que la fuerza externa F aplicada al sistema es una funcién
armonica de t:

F(t) = F, cos wf t (3.38)

5 - A modo de ejemplo se analiza el funcionamiento de un
Fo cos ot Fo o motor desbalanceado sometido a una fuerza externa de
: : amplitud F, con frecuencia circular ;. Aqui, Fg
representa el desbalanceo del rotor.

2
Sea: md f+Ky=FDcosa)ft 0
| ] ) !
dy+£y—ﬂcosa)t (3.39)
k dr*  m m / '

LTI 7T 77T 77T T

Para hallar una solucién particular de (3.39) se propondra la funcién:

Jp =Acoswrt+Bsenwyt
siendo Yy =—Awy senwst+Baoy coswyt

Vp = —ijzf cosa)ft—Ba)ch sen @t

Reemplazando en (3.39):

—Aa)2 cCoS® t—Ba)2 senw t+£[Acosa) t+Bsenwst :icosa) t
f J/ f f m f f m f

Igualando coeficientes:

K K F
cosa)/{— Aa); + A—} + sena)f{B— - Ba);} = —2cosw 1
m m m

[ |

K I RN ) B S

A —Aa)f— = 4= > m
m Tom MLK—ma;fJ

K 2
B——Ba)f:0:>B=0
m
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()

=F|——5 |[cosw,t
% OLK—ma)]er S

1
N P e o C,cosm, t+C,senm,t + F{ﬁ}cosa)ﬂ
—ma;

Considérese el caso mas general de condiciones iniciales (3.36); resulta asi:
F
¥0)=Cj+—"—5 =y,
K—m oy
F

o

Q=)
K-maj ™"

—5+—y=—2coswt {y(0)=y0
a2 mem o 0=V,
resulta ser:

y(t)=|y —L cos w,t +| —2=— | cos @ t+V—osena)t
° K-awtm "\ K- ofm o, !

(

V, F, F,

(1) =y, cosw,t +— senw,t — —02 cos Wt +| ——%5— 5 |cosamyt (3.40)
Wy K—-awrm K—-awym

Debe notarse que los tres primeros sumandos tienen la frecuencia natural ®, del
sistema, mientras que el ultimo la frecuencia de la fuerza externa .

Una forma distinta de la ecuacion (3.40) es:

() ( Fo | t Vo t Fo t
y(t)=|y, ————5—|cosw,t+— sen w,t + COS @
L ¢ K—a)jzrmJ "o, ” (K—a)%m) /

los dos primeros sumandos pueden reemplazarse por

C sen (a)nt + (p)
entonces es:
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Iy (3.41)

y(t) = Csen(a)nt+(p)+ cos @yt

K—cojzfm

Por lo tanto la respuesta del sistema viene dada por la superposicién de dos
movimientos oscilatorios armdnicos en la misma direccion, cuyo analisis se realizdé en
el Apartado 1.7.3 a). Una de ellas posee la frecuencia natural o, del sistema y la otra la
frecuencia forzada de la entrada ®f, como se observa en la figura:

1y

.... Oscilaciones con 0, Yy O Composicion de ambas oscilaciones

El Fendmeno de Resonancia.
Una situacion muy importante para analizar desde el punto de vista de la ingenieria, la

. W, =0¢.
constituye el caso cuando /

K 5

=
Recordando que ™ " y reemplazando en (3.41):

FO
y(t):Csen(a)nt+go)+r ( \2—|cosa)ft

KM_LG)J |

[\ ]

Cuando @f = On resulta

F, .
2R

i
A1la) |
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Es decir, las amplitudes de y(t) crecen indefinidamente. Este fendmeno se denomina
resonancia y representa una situacion muy peligrosa en la prdctica. Esta situacién
critica se plantea cuando la frecuencia de la fuerza excitadora del sistema coincide con

la frecuencia natural del mismo.

Se denomina factor de multiplicaciéna M =

y su grafica en funcién de oy es:

M |

| E \“““-n- _______ w

Y

En el caso de resonancia, la ecuacién (3.39) se transforma en:

2
y. 2 _Fo

S @, y=""Ccosw,l
dt m

Dada (3.40):
1

0

|4
y(t)=y, cosw,t + —“—senw,t +
1)

n K w
@,

b
=

5 (cosw 1 — cosm, 1) (3.42)

puede analizarse la condicidn de resonancia considerandola como caso limite de la
solucidn general de la ecuacion (3.35). Si @y = ®,, entonces el ultimo término de

(3.42) se vuelve indeterminado. Usando el Teorema de L'Hospital, mediante derivacién

del numerador y denominador con respecto a @f,se obtiene:

Zsenw,t + Fot (_ sena)ft)

o, K (_2)(:1 { Cj J

y()=y, cosm,t +
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Vo F, (3.43)
1) = cosmw,,t +—senw,t+—_——1 sen w,,t
y() =y, n o, n 2mo, n

Se observa que el movimiento de la masa aumenta sin limite a medida que el tiempo
transcurre.

En el caso de considerarse solamente el término correspondiente a la solucién

particular:
FO
—— —tsen w,t
2maw,

la grafica de yp en funcion de t, sera:

Yp A

-t

IR
2mn

En sistemas reales existe friccion y amortiguamiento, por lo que en la ecuacion (3.40)
se anularan con el tiempo los tres primeros sumandos, recibiendo por ellos la
denominacion de estado transitorio. En estos sistemas el Unico movimiento que
persiste es el correspondiente al que impone la fuerza externa de frecuencia ws,

., . . , 2
denominandoselo estado estacionario o permanente de periodo 7T =—

@,

Eiemplo de Aplicacidn:

El motor a explosion monocilindrico de la figura estd montado sobre un bloque de
cimentacion que estda apoyado en resortes. Describir la vibracién del estado
permanente del sistema si el bloque y el motor tienen una masa total de m =80 Kg y el
motor cuando estd funcionando crea una fuerza de F = 50 sen 2t [N], donde t se mide
en seg. Suponer que el sistema vibra solamente en la direccién vertical, con el
desplazamiento positivo medido hacia abajo, y que la rigidez total de los resortes
puede representarse como K = 2000 N/m.

a) Expresar la ecuacidon de movimiento correspondiente al estado permanente de la
vibracién forzada; y b) Calcular la velocidad rotacional del motor que producira la
resonancia del sistema.
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[ o
|

. K _F F /K
y+t—y=—"senw:l =y, =—2r—5senw;l
m m o,

es:@f=2st ; F,b=50N ; K=2000N/m

a)n = 5 = 5l
m s
50
a) Vp= % sen 2¢ = 0,0297 sen 2¢ [m]
1—
5

b) @, =55~

3.6.3.4. Vibraciones Forzadas de un Sistema con Amortiguamiento Viscoso
En este caso, la ecuacién diferencial serd de segundo orden, completa, no homogénea:

d’y 4

)y
mdt—2+cE+Ky=Fo cos @t (3.44)
Con las condiciones iniciales:
y(0) = Yo (3.45)
D oy=v 3.46
o) = '
dt o ( )
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a) Solucién de la homogénea asociada:

2
d 2y+£@+£y:0
dt mdt m

Solucién complementaria:
y, =Ce" +C,e™

Las distintas formas de la solucion de esta ecuacion han sido halladas en vibraciones
libres de un sistema con amortiguamiento.

b) Solucidén particular de la ecuacién no-homogénea (3.44).
Proponiendo como solucidén particular:

yp=Acoswst+Bsenawyt

Por consiguiente:
y,=—Aw,senwt+ Bw, cosw t

T 2 _ 2
y,=—Aw; coswt — Bo,senw 1

Reemplazando en (3.44):
c K
— Aa)/% cosw 1t — Ba)?sena)ft +— [— Aa)f senm  t + Ba)f cosa)ft]+ —

F
[Acosa)ft + Bsena)ft] =—2 cosw ¢
m

Igualando los coeficientes de los senos y cosenos:

F
—Aw§.+3wf£+A£= Z
’ m m m

K
~ B’ -~ dw, +—B=0
’ m ’ m

@, C F
A(—a)§+£J+B[ s ): 0
T m m m
c K
A-——w, |+B ——w:|=0
(e ol me?)

De donde:

AK - @m)+ Blcw, )=F,

(3.47)
A~ co, )+ B(K = mw? )=0

152



Capitulo 3- Cinética del Punto Material

Para dar solucidn al sistema (3.47), se multiplica la primera ecuacién por (a)fc) y se
divide por (K - a);m)
2c2

@ F,0.c

A(a)fc)+B K —a);.m K —a)jm

y sumando miembro a miembro con la segunda

Al-w,¢)+ BK —mw?)=0
se obtiene
w;c

K—a)fm

E}a)fc
2
K- @,m

. , 2
Tomando denominador comun y como — 2Ka);m + a);m2= (K — a)/fm) entonces

2 2 2 2 4 2
w;c”+K° =2Ko;m+wo,m _ F,o.c
2 2
K-wym K—w;m
w,c
B=F '

o

2\ 2 2
(K—a)fm) +wc

bk-win)_ Fo,dk-ojn)
- e - a)fc|_(K —co/%m)2 + a)ﬁczj
S K —w;m

° 2 )2 2 2
(K—a)fm +o;c
2\ 2 2
Se supone que (K—a)fm) +w,c”#0

En el caso en que ¢ = 0, se obtiene la solucién ya hallada en “Vibraciones forzadas de
un sistema sin amortiguamiento”. En efecto resulta:

B=0 A= £, : __ £ cos w,t
S K—a)j.m a s K—a)j.m s

La solucién general de la ecuacién homogénea asociada a (3.44) con c = 0, ya ha sido
determinaday es:

14 F
Y =y,C080,1 + —=senm,t + —————Cosw ¢
0] K—-wm

n
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Esta es la solucién del problema (3.44), (3.45), (3.46) con ¢ = 0, que légicamente
coincide con la expresion obtenida al estudiar vibraciones forzadas de un sistema no
amortiguado.

Para el caso en que c # 0O, se tiene que la solucion particular y, de (3.44) viene dada
por:

K—a)}zpm a)fc
: cosw, t + F, :

y)="r, ( senw ,t (3.48)

o2 )2 2 2 ( 2 )2 2 2
K a)fm) +o,c K-wm|] +w;c

Dividiendo numerador y denominador en (3.48) por m?, se llega a:

F (K 2 co,
Ty F,—
m \ m m

y(t) = ; SCOSQ 1 + ) —sena
(K ZJ [a)fcj (K 2) (a)fC]
— =, | +|—— — = | +|
m ' m m m
gue, como se vio anteriormente, puede llevarse a la forma:
(t) = Ccos(a)f t— ¢) (3.49)
donde:
F /K
C= o/ (3.50)
272 2
1_[%] { cwf-]
a)n CC a)l’l
2
D=arctg|2— " I—LiJ (3.51)
CC a)l’l |_ a)l’l J

el angulo ¢ representa la diferencia de fase entre la fuerza aplicada (entrada) y la
vibraciéon resultante (salida) de estado permanente del sistema amortiguado; su
representacion grafica en funcidn de c/cc se observa en la préoxima figura.

154



Capitulo 3- Cinética del Punto Material

180° CiCec=0
C/Ce=0. l%%;u:——
- /e
L~ TICe 105 |
AT
120° /
C/Cd=1
o 90°
60° / //
o /
2L / %/
L
0 cice=0 : 2 3

or /oy,
El factor amplificador M es ahora:

C 1 (3.52)

“F K P )
w
1— [fJ + (2 CCOJ
a)n CC a)n

y expresa la razdon de la amplitud de la deflexidon causada por la vibracién forzada a la
deflexion causada por la fuerza F, (estatica). En la gréafica siguiente puede verse que la
amplificaciéon de la amplitud aumenta cuando disminuye c/c. y que la amplitud maxima
se produce en general para Qf / , # 1., como se observa en la Figura.

5

- l—rcice=0

~C/Cel=0.125

—C/C¢=0.2

Yo/ Yest

(]
=
_—

CA

C/Cc

/T
2/ 1)e
//
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Ejemplo de aplicacién:

Un motor eléctrico obligado a desplazarse verticalmente gira a 1470 rpm con un
tornillo prisionero de masa m = 20 g situado a 10 cm del eje de rotacién. La masa del
conjunto motor-estructura es M =50 Kg y estd montado sobre un elastdmero de
K=152.000 N/m vy c=2500Kg/s.

Se desea encontrar:

a) Calcular c/c, Y ¢ /w, y visualizar la zona de trabajo en el grafico del factor de

amplificacion Mvs @, /o,

b) Maximo desplazamiento en el estado estable para un ciclo del movimiento

c) Diferencia de fase entre la entrada [}70 (t)]y la salida [y(t)] Verificar en el grafico de
¢ vs o, /o, el resultado obtenido

d) Expresion analitica del movimiento estable.
e) Frecuencia natural y seudoperiodo del movimiento.

Solucién:
ﬁo B 152.000 _s513 1/
a) “n =\ 50 "7 s

@7 7 -1470
o, 30-5513

=2,79

¢, =2dKM =2 M @, =5.513 Kg/s

[ ] c 2500
=——=045
l %c 5513 ’
C k

Vi

b) Es y(t) = Ccos(a)f t— ¢)
F, /K

w 27 w ?
C
1-— 7/{ + 77/{
n CC n

F, =moje=0,02Kg -153,9% -0,lm = 47,37N

. 4737 1
~Ymd 3 755 000 \/[

=43 um

1—2,792]2 +(2-0,45-2,79)°
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2/ / 2045279

A

d) - y(t) =43cos(153,9 + 0,35) um
2 2
5o E_(Lj _ 152.00_(2500) _49.14 1/s
M \2M 50 2-50
T=27/,-0,13
V=013

Analisis del comportamiento del sistema forzado amortiguado vibrante mediante el
estudio de las fuerzas actuantes

c) D = arctg—————"— =-20° =-0,35rad

Se ha visto que el estado permanente o estable del sistema esta descrito por la
ecuacioén (3.49), en la cual C —dada por (3.50)- representa la amplitud de la oscilacién y
d(3.51) el dngulo de fase, es decir, el angulo de retraso existente entre el movimiento
(respuesta) y la fuerza exterior (entrada).

Las expresiones de las fuerzas actuantes en la ecuacién diferencial (3.44) en los
términos de la solucién (3.49) son:

y=Ccos (s t-¢)

y =-ofCsen (of t-¢)=wfCcos (ot -+ m/2)

by = - i C cos (o5t -0) = ¢ C cos (ot-d+m)

De acuerdo con estas expresiones, las fuerzas actuantes:

Fr = Fuerza eldstica mas peso=-Ky = (de amplitud K C, en la direccién —vy)
Fa = Fuerza de amortiguamiento =- cy = (de amplitud c ¢ C adelanta a Fr en 7t/2)
Fi= Fuerza de inercia=m j = (de amplitud m (,Of C adelanta a Fren m)

Fe = Fuerza exterior = Fgcosms t = (de amplitud Fy adelanta ay en ¢)

Estos vectores pueden ser representados por la proyeccion sobre la direccién dada por
y, de los vectores de amplitudes: KC, c w;C, m (,sz Cy Fo:
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AK.C
(o
» c.0p. C
Fo ¢
Y m.o%.C

La Ley de Newton, o la ecuacién (3. 44), que es lo mismo, requiere que la suma
vectorial de las cuatro fuerzas sea nula en todo instante (poligono funicular cerrado):

YF=0 = KC—m o C-Focosh=0
Fy=0 = cwfC-Fosenp=0

Para comprender el comportamiento fisico del sistema vibrante se analizaran los
diagramas de fuerzas correspondientes a las situaciones a) o<, b)ws = ®,, ¢) V>,
relacionando los pardmetros intervinientes en los graficos de M en funcién de o, /o,

y ¢ en funcién de o, /o, .

Caso a) Para vibraciones muy lentas (@ 0), las Fa yF, resultan despreciables, siendo Fq
=K Cpara$=0.

Aumentando la frecuencia, el vector Fj crece y la F lo hace aun mas rapido. El angulo
de fase no puede seguir siendo nulo, puesto que Fy deberad tener una componente
horizontal hacia la izquierda para equilibrar a c o C.

Ax.c c.0p. C
K.C
m.o%. C
,<—l-— c.op. C '
¢
Fo. ¢ F
0 Fo | Poligono
; Funicular
’ m.oy. C

iy | B

Para este caso, las F; y Fo son pequenas. Es decir, que la F¢ se emplea casi totalmente
en equilibrar a la Fg.
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Caso b) Cuando os= w, resulta ¢ =90° y Fo=c o C
Ahora la F, es mayor que en el caso anterior y se equilibra con la Fg. Asi, toda la Fg se
utiliza para equilibrar a la Fa

c.o¢. C

Fo )

'

Caso c¢) Si oy, la F toma valores grandes comparados con Fry Fay por ello la Fg se
emplea casi totalmente en equilibrara la F,

c.op. C
K.C
Fo
m .(,'\}:r. C
o
| B

3.6.4. Concepto de transmisibilidad y aislacidn

En los apartados anteriores se ha modelado, en primera aproximacién, un equipo
mecanico o eléctrico en funcionamiento sujeto elasticamente a una fundacion fija. En
la practica es sumamente importante conocer el coeficiente de transmisién de fuerza o
TRANSMISIBILIDAD (Tre) desde el sistema a la estructura para evaluar posibles dafios.

a) El equipo como fuente de la vibracidn (aislacion activa):

Tomando para el analisis el sistema amortiguado del apartado 3.6.3.4, observamos
que la fuerza transmitida (F7) a la fundacién es la suma de las fuerzas en el resorte mas
el peso (k y) y en el amortiguador (c j/) , las que se hallan desfasadas en 7 /2 ; en
efecto, aplicando (3.49):

Ky = KCcos(a),.t - ¢)
cy=-co, Csen(a)ft — ¢)
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y por lo tanto:

F, =(KC) +(co,C)

Definiendo la transmisibilidad como el cociente entre la fuerza transmitida cuando el
sistema esta en movimiento y la estatica, se tiene:

C,K? +(ca)f)2
F

o

F.
Tor :?::

pero teniendo en cuenta (3.50), es:
(!)f jz
C
2 5.,
- 272 2
_ w]/ j ( ¢ w]/ j
(0] | 2,

w
El efecto de — sobre Trr S€ muestra la siguiente grafica:
w

n

Tor (3.53)

6.0
5.0 1

4.0 1
3.0 1

C/Cc=10.2

2.0 1
C/Ce=10.5

1.0 -

0.5 1
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0]
Puede observarse que para una buena aislacion debe ser s 1,41 necesitandose por
@

n
lo tanto un bajo valor de w,, lo que implica baja rigidez, es decir, un montaje altamente
flexible.

Esto no siempre es aceptable en la practica donde usualmente es necesaria una cierta
rigidez minima para satisfacer condiciones de operacién. Asimismo, el
amortiguamiento juega un rol importante cuando el sistema debe trabajar cercano a la

@
resonancia, pero cumple un efecto adverso para valores % >1,41 . Es por este
n

motivo que los montajes antivibratorios se fabrican mayormente con relaciones de
c/c~ 0,15. Asimismo, los estudios de confort en automotores indican que un buen
sistema de suspension debe poseer valores de fn~ 1 Hz y de c/c~ 0,25 (Aparicio
Izquierdo, Teoria de los vehiculos automdéviles, Madrid, 1995). Estos bajos valores de
amortiguamiento y frecuencia natural contribuyen a lograr una baja transmisibilidad.

Ejemplo de aplicacién:

Una prensa para pasta de alimentos consta de un motor eléctrico balanceado
de masa M; = 900 Kg que gira a 1470 rpm accionando una polea mediante correas a
450 rpm. La masa de la prensa es M, = 2100 Kg. El movimiento rotativo de la
maquina impone vibraciones no deseadas a la losa de nivel + 27 m que la soporta.
Se desea elegir por folleto un montaje antivibratorio que provea una T.= 0,4
(atenuacion del 60%).

PRENSA POLEA
- AMORTIGUADOR

RIGIDIZADOR SUGERIDO

L

e
|

® Q.

VISTA DE PLANTA
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Solucion:

En el catdlogo comercial suministrado por la empresa fabricante de amortiguadores
antivibratoriosVibrachoc (http://www.vibrachoc.es/productos.html) se observa que
para maquinas rotativas girando por encima de 400 rpm se cuenta con amortiguadores
de f, entre 3 y 4 Hz, debiendo usarse de acuerdo al peso del conjunto (3000 Kg) 6
elementos V1136-25 que soportan 420 a 620 Kg cada uno).

Se observa que de acuerdo a estos valores resulta f; / f, =2 y siendo para este tipo de
elementos c / ¢= 0,15, del grafico de Ti resulta Tz= 0,4.

b) La fundacidon como fuente de la vibracidn (aislacién pasiva):
En el caso que la fundacion se encuentre sujeta a una vibracion armdnica, la ecuacién

de movimiento es:
.
m

0
K =] C y = A sen o4

mi =c(y—x)+K(y - x)

o:

mi+cx+Kx=cy+Ky

=cAw, cosw,t + K Asenw

y tomando:

Cw, = Bcosf

K = Bsenf
resulta:

mi + i+ Kx = BAcos(o, 1 - ) (3.44')
con:

B=\K*+(co, |

K
p = arctg
cay

Por lo tanto, teniendo en cuenta la similitud entre las expresiones (3.44) y (3.44’), se
tendra:
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1%( K* + (ca)f )2

(oo P o252

CC a)rl

> cos(a)ft -p- (é)

x(t) =

Pudiendo definir en este caso la transmisién de movimiento como la relacidén entre la
amplitud de la vibracién del cuerpo y la amplitud de la vibracién de la fundacion:

C \/H[Z ee co%j

== - = - - (3.54)
=(00,) | 2 2 )

Asi, las transmisibilidades de fuerza (3.53) y de movimiento (3.54) resultan ser iguales:

TRy

Trr = Trm

Ejemplo de aplicacién:

La vibracion del piso donde se desea instalar un espectrografo de masas delicado es
armonica simple a una frecuencia en el rango 15-60 Hz. El equipo, que debe ser aislado
del movimiento del piso, estd sujeto a una pequena plataforma montada sobre tres
resortes iguales, cada uno soportando la misma carga. El movimiento ocurre en la
direccién vertical. La masa combinada del equipo y la plataforma es de 40 Kg y el
coeficiente de amortiguamiento viscoso de la suspension es c/c. = 0,2.

Encontrar el valor maximo de la constante de resorte, si la amplitud de la vibracién
transmitida tiene que ser menor del 10% de la vibracién del piso sobre el rango de
frecuencias dado.

Solucién:

Aplicando la ecuacién (3.53), es:

Tr=0,1 con c/c.=0,2

2
{1_(@]{/@”)2} +[0’4 “’f/wn]z = 100{1+(0,4 Ct)f/a)n)z}
es decir:

4 2
) jo,) ~1784 0 jo,] ~99=0
de donde: wr [0, =472
Ahora, cuando: ow;=2m15rad/s resulta ®,=19,97 rad/s

ydadoque w,=,K/m y m=40Kg
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el resorte equivalente posee una constante elastica de
Ke =15.935 N/m

y cada uno de los resortes en paralelo
K=Ke/3=5300 N/m

La amplitud de la vibracién transmitida del piso al equipo sera asi menor del 10% a
frecuencias superiores a 15 Hz.
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Capitulo 4

CINETICA DE LOS
SISTEMAS MATERIALES

4. CINETICA DE LOS SISTEMAS MATERIALES

Los problemas que aqui se plantean son idénticos en esencia a los que aparecen en la
cinética de una particula. Para llegar a plantear las ecuaciones que resuelven estos
problemas se comenzara por encontrar las expresiones -para el caso de sistemas- de
dos conceptos fundamentales: trabajo y energia cinética, asi como también serd
necesaria la formulacion de algunos teoremas.

4.1. Trabajo elemental de las fuerzas que actuan sobre un sistema material

Suponiendo un sistema formado por N puntos materiales, para un punto genérico P; el
trabajo elemental de las fuerzas aplicadas sobre el mismo es

dW, = F, -dr,
perocomo  dr =V, dt
resulta dw, =F,-V.dt

y el trabajo elemental de todas las fuerzas que actuan sobre el sistema sera:

!

N —
dw =" F,-V.dt (4.1)
i=1

En esta expresidn deben tenerse en cuenta los siguientes aspectos:
a) El trabajo depende del marco de referencia, puesto que 17', depende del mismo, es
decir, que la expresion (4.1) indica un trabajo relativo al marco en el cual se esta
estudiando el movimiento.
b) Enla (4.1), ]:“l representa la suma de fuerzas activas, reactivas e interiores:

F = Freaci + Facll' + Fintl-
El hecho de que intervengan las fuerzas interiores hace que esta expresion (4.1) sea de
dificil aplicacion, salvo que se conozca la forma de actuar de las mismas, lo que es
realmente complejo.
Sin embargo, en los cuerpos rigidos su aplicacion es sencilla puesto que al permanecer
constante la distancia relativa entre los puntos, el trabajo de las Fint es nulo.
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Ademads, estas fuerzas actian de a pares, colinealmente y en sentidos opuestos por lo
que:

N — —
2 Fy, =0
i=1
Asi, para un sistema material rigido, sera:

Zﬁl = Zﬁacti + Zﬁreaclj = ZﬁE, (42)

N
donde: ZFQX, = resultante de las fuerzas exteriores = F,
i=1

Recordando que para un cuerpo rigido es:

—

!
|

Vi=W, +onr, (4.3)
Reemplazando (4.3) en (4.1):
N — —
dW—ZE-[VOl+CT)/\I7i]dt
i=1
N o N
=Y F, Vo dt+ > F, (& AT )t (4.4)

En el primer sumando, V(j; puede sacarse como factor comun fuera de la sumatoria,
puesto que al ser la velocidad del centro de reduccién, se considera que todos los
puntos del cuerpo se trasladan con ella. Teniendo en cuenta (4.2), se obtiene:

>

!

~

— — N — — —
L Vodt =Vydt- Y F,=F, -V, dt
1

En cuanto al producto mixto del segundo sumando, puede, sin alterarse el orden
ciclico de los vectores, escribirse de la siguiente manera:

ZN:
1
N

Y Zfi ~Fg; = Mg,

1

|
l

~
iyl
el

i'(g)A

<3

A

>N

X o .
):a)-z :a)~zi/\FEl
1 1

es el momento de la resultante de las fuerzas exteriores respecto al punto 04, que es el
centro de reduccion. Luego, la expresion del trabajo elemental para un cuerpo rigido
es, de (4.4):

AW =(F, -V, + My, - & (4.5)
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la cual depende del marco de referencia adoptado.

4.2. Expresion general de la energia cinética para un sistema material

Suponiendo un sistema material en movimiento respecto de un marco cualquiera y
tomando una particula del sistema de masa m; y velocidad V,, su energia cinética es:

e, =1/2mVz> =1/2myV, -V,

1

y por ende, la energia cinética total del sistema:
1 & )
e=2mV, (4.6)
i=1

Esta expresion también es relativa al marco de referencia.

Para evaluar la energia cinética de un sistema, conviene adoptar una terna con origen
en un centro de reduccién gue se traslade con respecto al marco en el cual se esta
estudiando el movimiento. Sea el punto 0; origen de una terna que se desplaza con
velocidad 1701 . Esta terna resulta ser parcialmente solidaria con el sistema material.
Puede decirse que todos los puntos P; del sistema estan animados de la velocidad

1701 mas la velocidad relativa de cada punto con respecto a 0, es decir:

Vi=Vo1 +V
graficamente:
z b
Z] V“l fl'i
AN
0 -
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N

N N
2 2 1 >
=1/2V012mi+1/22m,- Vri +V01-Zml~ Vri =
1 1 1

N N
e=1/2mV021+Zl/2ml- Vr?+1701-2m1~ Vri (4.7)
1 1

Esta expresion da la energia cinética (que tendra el mismo valor cualquiera sea el
punto 0; elegido) del sistema material y como se observa estd compuesta de tres
sumandos, cada uno de ellos con un importante significado:

. 2 . e
El primer sumando, e=1/2mV,j, recibe el nombre de energia cinética de arrastre o
de traslacion y es la que tendria el sistema en el supuesto que toda la masa estuviera
concentrada en el centro de reduccién, siendo generada por la velocidad de éste
ultimo.

N
El segundo sumando e, :21/2ler2 se denomina energia cinética relativa y esta
1

originada por el movimiento relativo de cada punto respecto al 0;.
El tercer sumando , _j . . recibe el nombre de fuerza viva compuesta y su
€3 = o] m; i
1
valor depende del centro de reduccidn. Esta e; puede anularse si se toma como centro
de reduccion a un punto fijo del sistema (si lo hubiera), asi resultaria V,, =0 , por

lo tanto e; =0, siendo en este caso e; también nula.

Pero el caso mas importante de anulacion de e; es cuando se toma como centro de
reduccion el baricentro “G” del sistema, lo que da lugar al teorema de Konig: “La
energia cinética de un sistema material cualquiera es en cada instante igual a la
energia cinética que corresponde al baricentro supuesto que en él estd concentrada
toda la masa, mas la energia cinética que le corresponde al sistema en su movimiento
relativo al baricentro”.

Para demostrarlo, es conveniente recordar que se define como centro de masa de un
sistema de N puntos materiales al punto cuyo vector posicién estad dado por:

~ Zmi hi Zmi Xi | _ Zm,- Zj
m m

"= X6 T s VG
Zm,-

_Zmiyi, -
=== %

En efecto entonces, si 01 es el centro de reduccidn, luego 7; es el vector posicion de G
respecto de 0;.

Si 0,=G=7,=0

VG N

Por otro lado: ,, i = Zmi
01 1

<3
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N

. dr, dr:
derivando: ,, <G _ it &
" i

N ar., - -
Siendo 7, =0 sera 7G:0 y porlotanto > m, ¥V =0
t i

La ecuacidn (4.7) es valida para cualquier sistema material.

Se vera ahora qué forma toma la expresion de la energia cinética para un cuerpo rigido
en_movimiento rototraslatorio; tomando el punto 0; como centro de reduccién, para
un punto P; se tiene:

iZ

Reemplazando esta expresion de la ley de distribucion de velocidades para un cuerpo
rigido, en la (4.6) se obtiene:

N N
. L2
e=1/2 m; Vi =1/2 mi(VOIJra)/\i) =
1 1
N N N
2 - -\2 = -
=1/2 E mi Vo +1/2 E mi (GAF)" +1/2 E m; 2V, (& A7)

1 1 1

N

N
=1/2mvy +1/2wzzm,-(a3A17,~)2+I701 .@Azm,. i

1 1

En el segundo sumando se ha multiplicado numerador y denominador por o’

formandose el versor @ =@/ w .

. ‘e . s A —=\2
Analizando graficamente la expresion: m. (& A7)

169



Mecaénica Racional

=

0) @ —s Mj

, A )2 N
En consecuencia mi(a)/\r,-) =m; diz es el momento de inercia de la masa m;
respecto al eje @ . Asi

u A A
Zmi(a)/\rz‘) :Iwwm
1

resulta ser el momento de inercia del sistema material rigido respecto al eje @
pasante por 0;.

En el tercer sumando, se tiene 2. m; r; =5 Yy por lo tanto, la expresién general de la
energia cinética para un cuerpo rigido es:

e=2ml;
2 1

’ ® + ml701 O NT (4.8)

1
+§IW
En un cuerpo rigido siempre es posible anular e;. Una forma es usar como centro de
reduccidon a un punto fijo, lo que serd posible si el cuerpo estd en movimiento de
rotacion o de rotacién instantanea, en este caso es:

1
_ - 2 5 G
e= 2Imo]a) (Vol :o)
Pero también se puede anular es tomando el baricentro como centro de reduccién; en
estecaso 7;,=0=¢,=0 y:
1

1
e=—mV; +-1, @’
2 2 ¢

4.3. Expresion general de la cantidad de movimiento para un sistema material.

Para un sistema compuesto por N puntos materiales, la cantidad de movimiento O,
para uno de sus puntos sera:

Oy =m; V;
y la cantidad de movimiento O del sistema sera:

La cantidad de movimiento depende del marco de referencia elegido (porque V' es
funcién del marco) para estudiar el movimiento. Tomando un punto 0; del sistema
como se hizo en el apartado anterior, se tendra:

!

i =Vo1 Vi
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donde I%l es la velocidad de una de las particulas del sistema y V;i es la de todas las
otras respecto de ella. Asi:

Si se tomara como centro de reduccion al baricentro G del sistema, se tendria (0; =G):
N

Q=mVg+ z i Vri(G)
1
y siendo el segundo sumando del miembro derecho de la igualdad la cantidad de
movimiento relativa al baricentro, ésta se anula como se demostrara anteriormente,

obteniéndose
Q — mﬁG (4.9)

Esta ultima expresion implica que la cantidad de movimiento total del sistema
material es la que tendria su baricentro en el supuesto de que toda la masa estuviese
concentrada en él.

Para los sistemas rigidos la (4.9) constituye la expresion mas directa para obtener la
cantidad de movimiento.

4.4. Expresion general del momento cinético para un sistema material

Siendo para una particula:
Koy =ti nmi Vi
Se definirda como momento cinético de un sistema de particulas respecto de un punto

0; a la suma de los momentos cinéticos de cada particula:
N

Kion) = Zfi ~m; V;

1
El punto 0, es el centro de momentos, pertenece al sistema material, pudiendo ser fijo

o movil y es el origen de la terna que se desplaza con J); respecto de la fija.
Siendo V=V, +Vri
y reemplazando en la ecuacién anterior,

N
Koo = Zfi Am; Vop + E Jinm; Vi =

1 1
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N

12(01) = FG Am 1701 + E I;; A m; Vri (410)
1
donde 7 es la posicion del baricentro respecto al centro de momentos 0,y 1), esla

velocidad de ese punto.
El primer sumando del término de la derecha en (4.10) expresa que una parte del
momento cinético respecto del punto 0; seria el que tendria toda la masa como si ésta
estuviese concentrada en el punto G y con la velocidad de 0;. Recibe el nombre de
momento cinético de arrastre u orbital.
El segundo sumando es debido a las velocidades relativas a 0; y se denomina momento
cinético relativo o intrinseco.
Si se ubicara la terna sobre el baricentro G, tomandoselo como centro de momentos,
setendria 7, =0 y:

N

Riy= D i nm Vo (4.10)

1
gue es el momento cinético relativo al baricentro. Por lo tanto, respecto del baricentro
el momento cinético total y el relativo son iguales, no existiendo momento cinético
orbital. Los movimientos de las particulas con respecto al baricentro son los que
generan la existencia del momento cinético relativo al mismo. Se vera ahora qué forma
adopta la (4.10) para el caso especifico de un cuerpo rigido. En este caso se tomara
como centro de reduccién el origen de la terna en un punto 0; del mismo, donde ahora

estaran aplicados los vectores caracteristicos V,,y® , siendo:

V.=Vy+V,=Vy tonr,

luego, reemplazando:

N

N
K1y = ZF, Am; Vo + Zml- [17, /\(5?)/\ 2
1 1
El primer sumando resulta

N
-

’_;G AM VOI
Para resolver el segundo sumando se aplica la férmula de Gibbs:
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N
K(Ol)—rG/\mI/()l+Zm [(7-7)&—(7-@)F ] (4.11)
con:
R AR
por lo que:
=2 S — 2 oy r ’ AI
it w=r; (a)xz +),] +a)2k)
o, trabajando en forma matricial:
(1 0 o |F ), 1|
2 = 2, | | , 27 .
@ + ¥ {0 1 0J| o, |=r"lo (4.12)
| o o il |
Donde 1 es la matriz unidad.
Y el producto:
(7~ @) 7 = 7431 Jr+ 2 () @y + 3 0f +2f 02 ) =
xx; xy xz | o,
yixi yiyvi yizi|o', FX o (4.13)
A

Donde }ies una matriz cuadrada de 3 x 3 originada por el producto binario del vector

posicion 7; por si mismo.

Luego, introduciendo (4.12) y (4.13) en (4.11), resulta:

IE( )—VG/\m +Zm (r 1- X}o (4.14)
Operando con el binomio entre paréntesis se observa que:
r —| r /2 i ! i r—|
|7 Ti 0 0| |7 Xi i Xi YoM Xz
m (r I—X):IO m; rl-z OI - |ml-ylf xi m; ylf2 m; y! z} I
2 2
L0 O myyr | Umzixt miziyp  omzi~ |
m[(y‘f+2; —m; X Y| —m; X] z;
= | —m, yi x| m(x7+z]) —m; .z (4.14 )
-m, z, X, —m, z Y, m (x%+y'?)
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Cada elemento de esta nueva matriz de 3 x 3 tiene un significado fisico relevante. En

2 2 . . . C o
efecto m; (y,f +z} ), por ejemplo, es el momento de inercia de la masa i-ésima

respecto del eje i’ ; graficamente

2 12 12
d; =y +z;

2
~md =1,

X X;

De igual forma, m, (xl.'2 +yl.'2):],, y m (x;Z "‘Z,-'z):[ y

z'z] YYi
l.., 1, , 1. reciben el nombre de momentos de inercia axiales. Seran siempre

positivos, por cuanto las distancias estan elevadas al cuadrado.
Los términos ubicados a los lados de la diagonal principal representan los momentos
centrifugos o productos de inercia de la masa m; respecto de dos planos coordenados,

cambiados de signo. Asi por ejemplo:
1

es el momento centrifugo de m; respecto a los planos dados por sus direcciones

— ! !
y'zj =m; y; z

normales f’ y k'. De la misma manera surgen:

Lyrye =mj X} yi y Lyrpe =my; Xj zj
Pueden tomar valores positivos o negativos e incluso anularse.
Por lo tanto la matriz (4.14) queda expresada:

Io,—1.,-1.
Ton, =\ =1, 1, —1.,
-1, —1.,1.

A la matriz ](Ol)i se la conoce con el nombre de TENSOR DE INERCIA de la masa m; con

respecto a la terna de origen 0;. Luego

I.. —-I1.. —1..
N — _ x'x x'y X'z
DIoy =Iey=|-1,. I, —I,. (4.15)
- _]z'x' _]z'y' [z'z'
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gue representa el tensor de inercia del cuerpo rigido respecto de la terna de origen 0,
En el Apéndice | -Tensores Cartesianos- se repasan conceptos fisicos y de Algebra
Lineal concernientes a estas magnitudes tensoriales.

Notar que /(,1) esta referido a la terna con respecto a la cual se expresa la velocidad

angular @ .
De esta forma, la expresion (4.14) queda:

K(ol) = FG AmVy+ [(01)(5 (4.16)
Segun qué punto se tome como centro de reduccidn, se tendran diversos casos:
a) Si se toma un punto fijo 0, del cuerpo, sera:

I701 =0= K(ol) =1(o1) @ (4.16a)
b) En cambio, si se toma 0, = G resultara:
V.=V, ; .= 0= ]ZG :7(G) @ (4.16b)
Si bien la expresién (4.16) es general y de directa aplicacion, a veces resulta mas

sencillo el célculo del momento cinético respecto de G como primer paso para conocer
K(ol) . En efecto es:

N
Ko = Zmi 1 AV (4.17)
1
V2
V7 (0; i 7k ) terna supuesta fija.
m;j A A A
! (Ol;i’;j’;k’) terna movil
5 _ solidaria con el cuerpo.
Pi
OI - y'
0 \ - Y
X' G . -
i R =7+ Py (4.18)

Reemplazando (4.18) en (4.17):

N

gl
i
HMZ
=i

N N
i+z/5i AmV, =r; /\ZmiV. + K5 =1e O+ K
1 1

luego:
K(ol) = K(G) +7g ANQ (4.19)
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La ecuacion (4.19) permite conocer el momento cinético respecto de cualquier punto

conociendo el referido al baricentro. En ella, Q es la cantidad de movimiento del
sistema respecto de la terna que se supone fijay 7 es el vector posiciéon de G desde
01.

Es indudable que desde el punto de vista practico conviene referir todos los vectores
intervinientes en las expresiones anteriores a la terna solidaria con el cuerpo, porque

respecto de ella resultard constante el tensor /(,1) . Un caso particular en el cual
puede simplificarse el movimiento de esta terna, es el de los cuerpos de revolucién
que aungue se muevan con respecto a un eje de la misma, sus momentos de inercia no
cambian respecto de ella (por ejemplo, un disco rotando sobre su eje normal
baricéntrico).

Siendo las ecuaciones (4.16) y (4.19) expresiones vectoriales, resulta inmediata la
obtencidn de las formas cartesianas. Desarrollando la ecuacién (4.16):

[ e
K1) =m| xg YG zg |+ Iy, =1y, ||a’y |=
LVolx Voly Volz J LSim I, JIfUZ J

= _m(yG Volz =26 Voly)+(1xx Wy _Ixy Wy, — 1y, a)z) i+

+ m(ZG Volx —%G Volz)+(1yy Wy =1y, oy =1, a)z)- J'+

+ m(xG Voly -G Volx)+(jzz Wy =1y, 0 _]zy wy)

Eiemplo de aplicacion
Sea la rueda B de la figura sometida a la rotacién @, de direccién 73 que rueda sin

deslizar sobre el plano (il,iz) . Se considera que la masa de la varilla AO; es
despreciable. Los parametros mecdnicos y geométricos del problema son:

‘ a=20cm
A, r=h=10cm
' 0(t)=20mt

@ =207 i§ 1/s

g
C‘I’}’l3
e=espesor=1cm

Nota: Despreciar e para el
cdlculo de los momentos de
inercia

p =densidad =8

0(t) = 20.m.t
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Se desea determinar:
a) Cantidad de movimiento del disco.

b) Energia cinética del disco tomando como centro de reduccién: b.1) al punto 04, b.2)
al punto P, b.3) al punto 0.

c) Momento cinético respecto de 0.

Solucion:
Por comodidad, se referirdn los vectores respecto a la terna fija a la varilla 40, ,{ii’}.

a)  m=p-Vol=8gr/cm -x-10° -1cm=2513 kg.

—

Vo=@ Aa=20mi; A200 =400 7 i} (cm/ s)

O=m-V,=31,581 (Kgmj

S
b.1)
e = 1/2mV0f , V.=V,
2
3 =%-2,513kg-(47z)2 2 —198,5 Joule.
S

Para hallar ey =1/2 Im)ola)2

W= a31 +a32 ; %, = Oz(a)la—a)z R) Z'A' (52 =-40rx l{\l’ (1/s)
#=2070-4078 (1/5) .. o =(207) +(407) =19.740 1/’

De tablas (ver Apéndice 1):

I, = %mRz =0,01256kgm’

I, = %mRz =0.00628kgm’

I = %mR2 =0,00628kgm’

11’2 :11,3 :[£3 =0.
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) |Fo,01256 0 0 T|
Aoty T 000628 0 J
Sim. 0,00628
w
tg¢:w—?:2:>g0:63,42°
_ 27 2 g 2 7
]wa)ol =1lyyp =c3 1) +c51 +e315,

¢y, = cos (#;1/) = cos (90° +63,42°) = ~0,89431

c3p =¢0s 90°= 0.
c33 = cos 63,42°= 0,44744.

i 120,011302kgm2

0o,

1
ey = 5-0,011302 19740 =111,5 Joule

ademas:

e3:0(porqueOI EG:>77G:6)

luego
e=e;+e;+e3=310Joule

P(+)
(5]
iz’
2
N
N
CO{)I b \ b:/'
5\% o)
E iy
o, (01
a ®g;

siendo V, =V, + @ ATy

b.2)
L
e = EmVP
IZ =0, A (2Rf3’)= 80071, (cm/s)
1 2 m2
e, =—2,513kg(87) — =793,7Joule.
2 seg
is'
®p
S A
G
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e, = %IWP o’

[wcup = [(ua)G
1,, =0,011302+2,513(0,0894)" = 0,03138Kgm’

e, :%-0,03138-19740 = 310Joule.

+md?

e, =mi] (@ n7,)=2,513kg 874, -[(2077] — 4078/ A (- 0,13} )| = -793,7 Joule

Asi,
e=e +e,+e, =310 Joule

b.3) Se deja para el alumno demostrar que si se toma como centro de reduccién el
punto 0, se obtiene: e; = 198,40 J; e; = 905,00 J y e3 = - 793,40 J, resultando e= 310 J.
Verificar que la distancia entre los ejes paralelos a @ que pasan por 0y 0; resulta igual
20,18 m.

c) I_(;(o) :IZ(G) +I7G /\Q
O=mV, =2,513-47 1 =31,58 (kg%j 7
i nQ=(ai+Ri)A31,581 =

2

— 6,316 —3,158 I (Kg——)
S

B 0,01256 0 0 —407] [-1,578
Ko =loo=| 0 0,00628 0 0 =10
0 0 0,00628 || 207 0,394

2
- Koy = 63168 — 3,581/ ~1,5781 + 0,394i; (Kg ””Tj

K

2
0 =430 46,711, (Kngj

4.5. Teoremas de la cinética

A continuacidn se enunciard una serie de teoremas que son validos para la cinética de
los sistemas en general, aunque se particularizaran aqui para los cuerpos rigidos.

4.5.1 Teorema de la derivada de la cantidad de movimiento
Recordando que para una particula P; de un sistema se tenia:
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. dav ..
F, +F, =m—- con Fp =F, +F,

donde F7.y F, son las resultantes de las fuerzas interiores y exteriores que actdan

sobre la particula.

Para un sistema de particulas sera:

[
—_—

i

N
para un cuerpo rigido, es ZF,_ =0 (por cuanto éstas actiian de a pares, con el mismo
1

N
madulo, colineales y opuestas); luego E FEI. = FE . También es:

Luego:

= (4.20) Ecuacion de Newton

Como Q=mV, seobservaquesi F, =0 resulta I/, constante, lo que indica que el
movimiento del baricentro no puede variar si la resultante de las fuerzas exteriores es
nula.

Si se ha tomado una terna de referencia en movimiento para referir los vectores se
tendra:

O = Oxi, + Oy ], + Ozk,

dQ dQx, dQy. dQz. _diy _dj _dk
T T TR T AP TR AP TRl S

Los tres primeros sumandos expresan la variacién de Q respecto de la terna mévil
. o 1d0] .
como si ésta estuviese fija y se denotara: LEJ . Los tres siguientes sumandos

rel

A

. , . 2l ~
pueden expresarse teniendo en cuenta las férmulas de Poisson: E:Q/\lh etc.,
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como QA Q, siendo Q la velocidad angular de la terna movil (que si es solidaria al
cuerpo coincidird conla @ del mismo).
Por lo tanto:

E

F {d_é
dt

} +QAQ (4.20)
rel

Esta es la expresiéon de la ecuacidn de Newton para ternas de referencia en
movimiento.

4.5.2. Teorema de la derivada del momento cinético

!

i

N
Recordando que: K, = Z?, Am,
1

donde ¥; es el vector posicion de la particula genérica i, con origen en el centro de reduccién 0,

= N N -~

9 Ko drp 5 N dV;

Luego: T ZAm,-V,-+ iAo
1 1

dr, - - . . .
Pero: d—’ =V, -V, (velocidad relativa a la terna movil)
4

Notar que aqui 1701 es la velocidad absoluta de 0, porque a diferencia de los apartados

precedentes, en este caso no se lo ha utilizado como centro de reduccién para aplicar
la forma impropia de la ley de distribucién de velocidades.
Reemplazando

N

— N N -
d Koy s : : . dV;
—; S LinmiVim L VonmiVix Jopiami

1 1 1
Donde el primer producto es nulo por cuanto se trata de vectores colineales.

= N -
d K, N dv,
ol ==V AO+ E i (4.21)

—_—

Como se vio,

(4.22)
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P Fy;
K

- D I
Ny

En (4.22), ME(ol) es el momento de todas las fuerzas exteriores respecto del centro
de momentos O1; y Mi(o1) €S €l momento de las fuerzas interiores respecto de 0y, que
por actuar éstas de a pares y contrarias, en un rigido resulta nulo.

Reemplazando (4.22) en (4.21)

dK

- o) 5 A (4.23) Ecuacién de Euler
Mg == +V,nQ
Lh dt
, . 5 A4 Y dk(ol) .
SielpuntoO;esfijou 0,=G=V, AQ0=0 'y My, = — (4.23bis)
t

Si la terna respecto de la cual esta referido 12(01) no es inercial, es decir que rota con
Q , se tendra:
K(ol) :Kx;I +Kyjl +sz1

Yy
dK., dK. . dK, . dK. - i j dk
L) _Z2x 7 4 )j1+d Zk1+Kxﬂ+Kyﬂ+Kz—‘
dt dt dt dt dt dt dt
que se transforma en:
Koy _| R |, 50k
dt dr | 1)
y por lo tanto, (4.23) toma la forma:
Y dk, N 4.23
ME(ul):|: dt1:| +Q/\K(0])+V01/\Q ( )
rel

Esta es la expresion de la ecuacidn de Euler para ternas de referencia en movimiento.
. .. = ~ n dlz(ol) ~
SiesOifijo =V, =0 vy My, =|——| +QnrK, (4.23’bis)
rel

Si se toma el baricentro G como centro de reduccion, se tiene:

0,=G=V,=V, y V,AQ=V.rmV,=0
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, dK -
M, =D +AAK,
@ dt
rel

Como antes, si la terna elegida para expresar los vectores estd adherida al cuerpo, sera
Q=&

Las ecuaciones (4.20°) y (4.23’) constituyen las denominadas ecuaciones cardinales de
la cinética o del movimiento de los cuerpos rigidos. En el espacio, de estas dos
ecuaciones vectoriales se obtienen seis escalares que relacionan entre si a los
parametros intervinientes en la mayoria de los problemas de la cinética. Esto permite:
o bien determinar las seis coordenadas que fijan su posicién en funcién del tiempo,
cuando se conoce en cada instante el sistema de fuerzas que actuan sobre el cuerpo; o
bien encontrar el sistema de fuerzas actuantes si lo que se conoce es el movimiento.

4. 5.3. Teorema de las Fuerzas Vivas
Recordando que para una particula se tiene:

d W; =d €;
y extendiendo a todo el sistema:
dW=de (4.24)

Esta expresidon dice que el trabajo elemental de todas las fuerzas que actdan sobre el
sistema es igual a la variaciéon de la energia cinética del mismo. Debe notarse que en el
trabajo W intervienen fuerzas interiores y exteriores teniendo presente que si bien

ZF,, =0, no siempre es ZWF,. = 0, resultando nulo sélo para el caso de los

sistemas rigidos. Por este motivo, la aplicacion de la ecuacién (4.24) sélo se hace

posible cuando se conoce el comportamiento de las 13[, tal como es el caso de los
rigidos o de los sélidos elasticos. Conviene recordar que las expresiones (4.5) y (4.8)
nos dan la forma final de la (4.24) para un sistema rigido:

aw =(Fy Vo + Mg, -3 d

1 1 = L
de=d —mV>:+—I, o +mV, (&AF,)
2 ol 2 0w, 0 G
Igualando estas expresiones resulta una ecuacién diferencial de aplicaciéon directa.

4.5.4 Potencia
Utilizando la definicién de Potencia Instantdnea del Apartado 3.5.2, surge de la
expresion anterior del trabajo que para un cuerpo rigido, es

aw - = - -
P=—=FV +M, @
dt ‘ o)
En el caso que no exista traslacién, resulta:
aw - -
P=—>=M, o
dt (o1)

Esta ultima expresion es de gran aplicacion en los bancos de prueba de motores, en los
cuales a determinada velocidad de rotacién se mide el par motor para calcular la
Potencia entregada.
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4.5.5 Teorema de las dreas
Recordando que la velocidad areolar para una particula es:

i d§ L =
S, =—+= lrz’ nV;
dt 2
y representa en forma vectorial al area barrida por el vector posicion en la unidad de
tiempo.
Multiplicando miembro a miembro por la masa de la particula:
X 1_ - 1 =

m; S =51 am Vi =2 K,

luego k(ol)i = 2mi§i
- N -

y por lo tanto K= 22 m;S, (4.25)

Esta expresion establece que el momento cinético de un sistema de particulas
respecto de un punto cualquiera es igual al doble de la sumatoria de la masa por la
velocidad areolar respecto del centro de momentos.

De modo que si el momento de las I:“E con respecto a G 6 a un punto fijo es nulo

constantemente, segun (4.23 bis) resulta 13(01)= vector constante y por lo tanto:

ds,
Zmi —— = vector constante

4.5.6. Teoremas de conservacion
A continuacién se analiza variacion temporal de algunas magnitudes de la Dinamica.

4.5.6.1. Teorema de la conservacién de la cantidad de movimiento

De la expresion (4.20) surge que si un sistema material se encuentra sometido a un
sistema de fuerzas exteriores en equilibrio, es decir, de resultante nula, la cantidad de
movimiento del sistema se conserva:
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Si F.= 0= QO =vector constante

La cantidad de movimiento no puede ser variada por las fuerzas interiores.

4.5.6.2. Teorema de la conservacidon del momento cinético

La expresion (4.23 bis) pone de manifiesto que, si el momento de todas las fuerzas
exteriores respecto a un punto fijo o al baricentro del sistema material se mantiene
nulo durante el movimiento, entonces el momento cinético es constante:

Si Mr,  =0= K =vector constante

Si MFE(M) =0 para V,= 0= 12(01) = vector constante

o

El momento cinético no se puede variar por la accién de fuerzas interiores; sera

K4 =1©)® vector constante

12(01) = [()& vector constante

4.6. Movimiento de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo

Se aplicaran las ecuaciones cardinales para analizar el movimiento y las fuerzas
actuantes sobre el cuerpo de la figura, el cual se ve obligado a girar alrededor del eje

fijo 0_01 con una rotacién ® = o(t).
Z=Z|

Y1

I_{X:].-.\-"--.

X

Los vinculos en 0; y O quitan cinco grados de libertad introduciendo cinco reacciones
de vinculo, tres en 0 y dos en 0;.

Sea una terna fija (O;i;j;k), uno de cuyos ejes coincide con el de rotacién; luego:
o=wk

Se adoptara un sistema mavil de referencia, el cual para simplicidad debera cumplir

con los siguientes requisitos:
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a) La terna mavil estara fija al cuerpo y el punto fijo 0 sera el origen del sistema de
coordenadas por lo que seran nulos los momentos de las reacciones en 0; también uno
de sus ejes coincidira con el de rotacién, luego:

0= ]%\1
b) El centro de gravedad del cuerpo se ubicard dentro de uno de los planos
coordenados, eliminandose asi una coordenada (en el caso de la figura: y;). En otras
palabras, la proyeccidén del punto G sobre el plano (f, j) determina la direccion del

eje iy .

Es conveniente referir todos los vectores al sistema mdvil, puesto que conociendo ¢ =
¢(t) es muy sencillo pasar al sistema fijo por transformacién de coordenadas. Por otra
parte, la distribucién espacial de la masa del cuerpo permanecerd constante respecto
de este sistema fijo a él, resultando constante el tensor de inercia.

Se supondrd que el cuerpo estd sujeto a un sistema de fuerzas activas cuya resultante

es:
N
E FAI':FA: g in1+§ ij1+ E szl
i=1

— —

y se hallaran las reacciones giratorias R, ;R, ,R R RY aplicando las ecuaciones

cardinales de la dinamica. Estas reacciones se denomman estdticas, en el caso que el
cuerpo se analice en estado de reposo y dindmicas cuando se generan como
consecuencia del movimiento (desbalanceo, desalineacién, etc). A la composicidn
entre estaticas y dindmicas se las denomina reacciones totales.

Para ello, por lo expresado anteriormente, se tomaran momentos respecto del punto
fijo 0. Asi:

—(X M, R 1+ (XM, + R B) 3 M

La cantidad de movimiento sera

Q:mVG :méAFG zma)lgl/\(xG l:\1+ZG 1}6\1)

.'.sz(()XGjl
Por lo tanto:
Q]
— =mxg @
Ld J G @J1
y también @ N Q:—m Xg a)zfl

El momento cinético 12(0)

K():K( )+I”G /\Q
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con IE(G) :]GC?) (o] K(o): ;(0)0_34'17(; /\mVO
En este caso 0 es un punto fijo y por lo tanto Vg es nula.

Como se dijo, el tensor de inercia se referira a los ejes méviles. Asi resultara, de (4.16.
a):

=« 1 To
12(0): *Ox _]yz 0 :_‘[xza);l_lyz a)jl_'_]zza)k’\l
k ok I )

zZZ

donde los asteriscos indican las componentes del tensor que no hacen falta ser
calculadas por no intervenir en el producto matricial (debido a las componentes nulas

de @ ). Por lo tanto:
dl_(;(o) .2 - N .7
7 :—[xza)ll_[yza)_]l+lzza)kl

rel

— - _ 2% 2N
a)/\K(o) =1, 0% —1_ o)
Habiendo encontrado todos los términos que componen las ecuaciones cardinales, se

estd en condiciones de proseguir con su aplicacién.
De la primera de ellas:

Fg =F, +ﬁR:é:[é] l+cT)/\Q Expresion de Newton
re

reemplazando y separando en componentes surge:

D> F.+Ry +R, =—mX 0’
D F,+R, +R, =mX ;0 (4.26.a)
D F.+R, =0

La dltima de las tres igualdades expresa que las reacciones sobre k no estan afectadas

por el movimiento de acuerdo con las condiciones que se han elegido.
De la segunda de las ecuaciones cardinales (ecuacion de Euler):

_ dK L
M(o) = — +C()/\K(o)
dt

rel

Donde nuevamente se ha tomado V=0
Se obtiene:
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dDM R h=—I_o+1 0

>M +R h=-1_0-1_0 (4.26.b)

ZM :]zzd)
Estas seis Ultimas expresiones (4.26 a y b) permiten analizar el caso general en el cual
la velocidad angular @ varia con el tiempo (por ejemplo, en el arranque de una
turbina, motor eléctrico, etc).

Algunos casos particulares son:
a) Caso en que @ = cte

Se tendra:
D> FE +Ry, +R, =—mx 0’
Zz«; +R, +R, =0

ZFZ +R, =0

YM -R h=1_ 0

M +Ry h=-I_o
> M =0

Esta uUltima igualdad a cero es una condicién necesaria y no una ecuacion, puesto que

si existiera momento en lg, habria aceleracion angulary,y ..o = @(¢) # cte

Se nota que a pesar de considerar ® = cte, algunas reacciones estan influenciadas por
el movimiento.

b) Si la Unica fuerza activa fuese el peso (siempre con ® = cte), se tendria:

M, =M, =
My,=mgxg

y las ecuaciones cardinales:

2
Ry +R, =—mX; 0

R, +R, =0
-mg+R, =0
~R, h= 1 o

mgXo+R, h=—1_
0=0

c) Cuando el centro de masas del cuerpo G esta sobre £k, siendo mg la Unica fuerza
actuante, se tiene:
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Ry, +Ry, =0
R, +R; =0

-mg+R, =0
Ry h=1, 0
Ry h=-I_ 0"

puede observarse que:

-1 o
RXI = h ;RXa :_RX1
-1, o
Ry, T Ry =-Ry Ry, =mg

Noétese que a pesar de no existir fuerzas activas en las direcciones x; e y;, si existen
reacciones de vinculo en esas mismas direcciones. Por lo tanto, éstas surgen como
consecuencia del movimiento y no de la carga. Rz, no depende del movimiento ya que
sélo equilibra al peso.
Por otra parte, siendo:

Ry, =-R y R, =-R

X, X #
surge claramente que las reacciones dindmicas generan cuplas.

)

d) Sistema de fuerzas activas cuya resultante (incluido el peso) pasa por el punto 0

=¥

X1
se tendra:
MX = My = MZ = 0

y por lo tanto:

2F,+Ry, +Ry =0
2E,+R,+R, =0
SF,+R, =0
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-R, -h=1,0"
Ry -h=-I_a’

Se observa que el vinculo en 0 absorbe a la resultante F 4

Las reacciones Ry; ¥ Ry: dependen exclusivamente del movimiento (puesto que si ® =
0, éstas no existen) y por ello reciben el nombre de reacciones dindmicas. Asi mismo,

Rxo, Rvo, Rzo dependen de las El y del movimiento denominandose reacciones
totales. La diferencia vectorial entre las reacciones totales y las dindmicas, da como
resultado las reacciones estdticas. Es sencillo observar que para que no se produzcan
esfuerzos dinamicos en el sistema material rigido, deberan anularse I, e I, para lo cual
el eje de rotacion debe coincidir con un eje principal de inercia.

Asi por ejemplo, si la chapa triangular de la figura esta en reposo no ejerce ningin
empuje lateral sobre los soportes, debido a que su centro de gravedad esta sobre k ;

solo existird la reaccion estatica Rz. Se dice que la chapa se halla estaticamente
equilibrada.

Sin embargo, y dado que z; no es eje principal de inercia, es I, #0 vy las reacciones

Ryo ¥ Ry1 seran proporcionales a ®’ cuando la chapa comience a girar con o=k
Estas reacciones giran con la chapa originando desgaste en los cojinetes y vibraciones
en las estructuras que los soportan. Un mecanismo esta dindmicamente equilibrado si
las fuerzas antes y durante el movimiento son las mismas.

En el caso de la chapa en forma de paralelogramo de la figura de la izquierda, se
observa que si no hay movimiento la misma estd en equilibrio estatico (con reacciones
en 0 vertical y sin reacciéon en 0,).

b © )

e G

- 0 -y

A
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Al ponerse en movimiento (o # 0) se desequilibrard, puesto que z; no es eje principal
de inercia. (Si la chapa fuese cuadrada si lo seria y no habria desequilibrio). Los
anteriores son casos de desbalanceo dindmico.

La chapa de la figura de la derecha se encuentra en equilibrio estatico (si ® = 0) con
reacciones en 0; y 0. Al ponerse en movimiento se desequilibrard, por cuanto G no
coincide con el eje principal de inercia. Este es un caso de desbalanceo estdtico y
dinamico.

Estas consideraciones son muy Utiles para el balanceo de rotores industriales, ya que el
desbalanceo estatico genera reacciones en fase en los cojinetes, mientras que el
dindmico, produce reacciones en contrafase, lo que permite discriminarlos
electronicamente y asi proceder al equilibrado por separado.

Un caso de equilibrio estatico y dinamico seria el de la figura:

| 71

i

' G

=¥

X1

PROBLEMA EJEMPLO

Una chapa rectangular homogénea de lados a y b gira alrededor de la diagonal,
estando sometida a su peso mg . Hallar las reacciones de vinculo (totales) R4 y Rp

Se aplicardn las ecuaciones de Newton (4.20°) y de Euler (4.23’), tomando como terna

de referencia la {zi"} solidaria a la chapa, es decir, rotando con @ alrededor de {i3"}

.. [ad0] .
ZFE:Ld—?J N

rel
N dK .
IMpy, = d;/” +&AK ,+V, AO

rel

191



Mecdnica Racional

Solucién:
Ecuacion de Newton:

O=mi, =0=5F, =0

Tomando un angulo @ entre el plano de la chapa y un plano vertical de referencia
pasante por AB, se tiene

.................... W =mg =mg (cos @ i'—sen ¢ )ir
SF,=W+R,+R, =

=m g(cos @ i'—sen ¢ iy) + R, i+

“n “n “n A
+R, L+R, E+Ryi7+ Ry 1, =0
Luego:

|[ mg-cos@+Ry +Rpg =0
%l—mg-sengo+RA2 +R32 =0
l Ryy =0

Ecuacion de Euler:

Ahora IZ(A) =14 @,y de tablas:
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I :Ea2 5 Iy :%(az +b2); 133 :%bz , luego es:
I, 0 0
A 2 G - B I_(G) {l}: 0o 0
~ §" =iy 0 0 I
"y \ iy >

a) Rotacion al sistema { zA,’}

Ify = Cim Cjn Lyn
es:

€11 =CO0S ¥11 = Cos (arctg S]
Cly =Cy =Cp3 =C3, =€0890°=0
c13 = cos(90°+;/11)

cyy =cos0°=1

c31 = cos(270°+;/11)

€33 = €08 Y11
luego:

-0
2 2 2
Iy =cidy +eplnteply,

151 =0
I5 =1y
153 =0

I51 =c31 ¢ I11 +¢13 ¢33 133 =113

15 =0
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2 2
I53 =c31 1) + ¢33 133

b) Traslacion al sistema { fl”}
Aplicando el Teorema de Steiner para ejes paralelos (Apéndice 1, apartado Al.2):

I_a2 +b2—|
11y =1 +mLTJ

]1"2 =I{2+7’I1'O'0=0
=0

Ity =Ij3+m-1/2(a® +5%) -0= 113

I3, =0
(az +b2\
I3, = 1% +mL—J
4
133 =0

15, =15 +0=13;

153 =153

A

Asi resulta el tensor de inercia en A referido a los ejes { zi”} , ¥ aplicando Euler:

", o0 I";]0
Ky=| 0 Iy, 0 |0|=TI0i'+ 1ol
'y 0 I'y|o
Recordar que al trabajar numéricamente los momentos de inercia centrifugos deben
cambiarse de signo al introducirlos en el tensor de inercia.

dk ,
dt

14

_qn Ny
=l o1+ I 01,

rel

El momento de las fuerzas exteriores respecto de A, sera:
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ZM - - = R =1/2 2 b2 12, n "
v, = TG ANME+ T ARy = a + i, Amg|cos @i/ —sen iy )+

+(a®+0° )1/2 f;’A(RBI i+ RBzzZ’) =
(a2 +b2)1/2|:(mg;en¢_R32Ja!r+(mg;os¢+RBlji-‘2rr:|

e igualando en componentes:

m g sen 1/2
It o :(u_ Rsz(a2+b2)

2
" 2 mg Cos @ 2 ) 1/2
NPT
3o =0

De la dltima & =0= o=CTE = ¢ =wt, lo que es légico puesto que no hay ni

momento de las Fg segun i3 niuna cupla aplicada en esa direccion.
Asi, estas ultimas expresiones quedan:

mg;engo_RB2 o
mgcosqp+ I3 w?
2 By _(a2+b2)1/2
y por lo tanto:
Rp, = mg;en ®
I3 w® m g cos ¢
B1 ‘(az +b2)1/2 2

Retomando las ecuaciones cartesianas de Newton podemos calcular las reacciones en
A:

R _—mgcosg I{’3a)2

41 2 (a2+b2)1/2
m g sen @

R =75
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Analizando estos resultados:

Para ¢ = 0 se tiene

mg
Rp, =Cte—7

Rp, =0

m
R 4 =—Tg—cte
Ry, =0
Para ¢ =m/2
Rp, =cte

mg
Koy =7
Ry, =—cte

mg
K =7

Puede observarse claramente que mientras las reacciones estaticas generadas en este
caso por el peso permanecen inalteradas con el movimiento, la cupla dindmica rota
con la chapa.

4.7. Dindamica del Movimiento Polar: Movimiento de un Cuerpo Rigido Alrededor de
un Punto Fijo.

Se vio que cuando el cuerpo tiene un punto fijo 0, las ecuaciones cardinales de Ila
cinética toman la forma:

_ laol . .
E:L_?J +OAD
rel
. dK, | =~ -
ME = +Q/\K(U)

© dt
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en las cuales el subindice rel indica que las derivadas deben efectuarse como si la terna
en rotacién O(il,jl,kl) permaneciera inmovil, y Q es la rotacion absoluta de esta

ultima terna respecto de la O(f, f, ]Q) , que cuando los ejes fl, fl, Igl son solidarios al
cuerpo es la rotacién absoluta de éste Ultimo (@).

Se verd como se aplican en este caso las ecuaciones cardinales.

Para el estudio que se propone encarar se tomara una terna de referencia movil
unida solidariamente al cuerpo, la cual, para mayor simplicidad coincidira con los ejes
principales de inercia del mismo con origen en el punto fijo 0. En la Figura se ilustra el
elipsoide de inercia de tal cuerpo (Ver Apéndice |, Tensores Cartesianos — Al1.4).

¥1

74 X12+y12+22

a2 b2 2

Y
(0:11: j1: ky)

i1 Ejes principales de inercia

X1
En este caso, el tensor de inercia del cuerpo en el punto 0, sera:

B I. 0 0
Lofjb}=10 I, 0
0O 0 [

Ademas, el cuerpo tendra tres grados de libertad, es decir que su posicidon quedara
expresada por los tres angulos de Euler (y, 6, ¢) y la velocidad de cada punto se
conocera por el vector rotacion:

QEC(_jZQ)x ;1+a)y f1+a)z kl

Luego el vector K(O) serd
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]2(0) - Ima)xfl +Iyya)yj'1 —i—[zzaozlg1
y por lo tanto

dK(())

—dt =Ixxa)xil+Iyya)yjl+]Zza)zl’c1

rel

El producto c?)/\lz(u) resultara

= z‘l(lzza)ya)z — Iyya)ya)z) + jl(lxxa)xa)z - Izza)za)x) +k; (Iyya)ya)x - Ixxa)xa)y)

de manera que reemplazando en la ecuacién de momentos

=] o + 0,0, ([ZZ —[yy)

Ex(0)
By = Lw@y T 0,0, (1. -1.) (4.27)
My, =1.0.+00,-1,)

Estas son las llamadas ecuaciones de Euler. En el caso mas general F; y Mg seran
funciones de t, de 7 y de la velocidad de los puntos en que actuan.

Las componentes de @ podran expresarse también en funcidon de los dngulos de
Euler:
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Conviene notar que i se descompone primero en el plano kj, j":
W=y cos@ kj+ysenf j

luego:

 sen 0 _
¢ @, =6 cos @+ y sen @ sen @
. . Oy wy=—ésen¢+y}senecos¢
oV ®, =@ +ycosl
A
V4 1

Estas tres ecuaciones junto con las (4.27) son seis ecuaciones diferenciales de primer
orden en 0,0, ,w_,y.,0,p que permiten calcular los angulos de Euler en funcién del

tiempo, que es el objetivo que se persigue (aunque su integracidon analitica sélo es
posible en algunos casos particulares).

Las ecuaciones de Newton (4.20°) resultan Utiles en este problema para determinar las
reacciones en el punto fijo 0; se tendra:
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y FE:(Rox+2Fx)fl+(Roy+sz)jl+(Roz+ze)l€1

donde Rox, Roy, Roz son las reacciones (incdgnitas) en 0y ZFx,ZFy,ZFZ,son las

fuerzas activas (datos).

Las ecuaciones de Euler (4.27) no son en general integrables, pero resuelven algunos
casos particulares, de los cuales los dos mas importantes para el ingeniero son:

a) Girdscopo liviano en el cual, actuando solamente las fuerzas de gravedad, se deja
fijo el baricentro (0 = G). El cuerpo con un punto fijo tiene simetria axial y esta
sometido a un sistema de fuerzas cuya resultante pasa en todo instante por el punto
fijo. Es el caso denominado de Euler-Poinsot.

Las condiciones de movimiento de un cuerpo como el aqui estudiado, pueden lograrse
mediante la suspension de Cardan o cardanica que muestra la figura.

4

El anillo exterior posee una rétula que le permite el giro sobre el eje k .El anillo
interior estd sujeto con una rétula al exterior que le permite el giro en i. El giréscopo
estd vinculado al anillo interior con una unidn que le permite girar sobre su eje de

simetria. Los dos aros se encuentran en el plano ﬂl(i, k) cuyo versor normal es j ;y
el giréscopo en el plano coordenado (z‘,j)de versor normal k.
Sacando al girdscopo de esta posicidn, se lo puede “seguir” con los dngulos de Euler. El

primer movimiento serd el angulo de precesién y alrededor de k£ (Unico eje fijo), lo

que hard que los aros se trasladen al plano 72'2(i ! k), ; mientras el giréscopo continuda

enelplano (i', j",
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El segundo movimiento serd el dngulo de nutacidon 6, por el cual el aro interior gira
alrededor dei'pasando a encontrarse sobre el plano 7r3(i',kl); mientras que el

giréscopo se ubica en el plano (i',;") normal a £, .

i, |

—
I

—

El dltimo movimiento sera el de rotacidn propia @ alrededor de ;.
Dado que el cuerpo es de revolucién se tomara como terna movil de referencia a la

(O,f’,j”, kl), sin la rotaciéon @ a la cual se la denotara (O,fl,]',,lé,). Asi, el

movimiento del girdscopo sera una rotacién
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G=y k+6 i +¢ k

mientras que la de la terna movil sera:
Q=y k+6 i

o, dado que k estden el plano (jl, lgl) yes k = cos 6 lgl +sen @ Jji; resultan
@:951+t/'/sen0j1+(l/'/cos<9+(p)l€1 (4.28)
Q=0 i, +ysend j; +y cos @ l:tl (4.29)

Las expresiones (4.28) y (4.29) dan los vectores rotacion expresados en funcion de los
angulos de Euler y sus derivadas y estan referidos a la terna movil.

Asi, para el girdscopo es:

o, = 0
@, =y sen &
@, =y cosl+¢ (4.30)

Se convendra ahora en Illamar I,, al momento de inercia principal, respecto del eje de
rotacién propia y se llamara | a los momentos de inercia respecto de los otros dos ejes,
los cuales seran iguales entre si.

Aplicando la ecuacién de Euler,

_ dK -
ME(O) = {—(0)} +Q/\K(0)
rel

dt
donde:
{1 0 0 }{9 ]
]2(0) =7Gc5= 1 0 v sen @ =
L‘im IZZJ Lﬁcos€+(pJ
=160i+1ysend +IZZ((0'+1/)cost9) 1€1
derivando:
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dK . . )
[ dt(”) } = 167 + I{jisend + i fcosd)j, + (i +vicosd -y Osend )k, (4.31)
rel
y:
|r'A1 Ji ki 1|
Q/\IE(O):W w sen 6 W cos 6 |
Llé I ysend IZZ (p+y/cos«9J

= IZZ((/)+1,&cos0) wsend —1 1//2 sen 6 cosﬁ] f1+

(4.32)
+[I w6 cosb—0 ]ZZ(¢+ l/'/cosé?)] 71
Reemplazando (4.31) y (4.32) en la ecuacién de Euler
M, =1(6 - y*senfcosd)+ I _yr(¢ + yicosO)send
M, = Iysenf+ 21y0cosd — I ZZ@((b + l//cosﬁ) (4.33)

M = ((p +cosf — t/'/é?senﬁ)[zz

Estas son las ecuaciones de Euler para determinar el movimiento de un giréscopo
sometido a un sistema de fuerzas cualquiera.
Si la Unica fuerza actuante es el peso
d K(o) -
A/I)C,M,A/ézo y = P :O:K(O):cte.

y el eje k; es permanente de rotacion; sin embargo las (4.33) resultan muy dificiles de
integrar, salvo para casos muy particulares:

Movimiento de precesion estable:

Interesa conocer qué sistema de fuerzas deben aplicarse al girédscopo para que
con @ = CTE, se tenga una precesién vy, alrededor de la vertical con 6y ' constantes.
Asi, setiene 6 =06 = ¢ =y = 0; reemplazando en las (4.33):

J[\/& =[IZZ((/)+1/'/COSH)—I y)cos@] w sen 6

Z\/é =0
o

M,) :[Izz w, —1 y cos 9] Y sen 6 i
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Lo que significa que al aplicar un momento respecto al punto 0 segin una direccién
normal al plano que determinan la rotacién propia y la precesion (o sea k ykl) se

logra poner al girdscopo en precesidn estable.
Un caso muy comun en ingenieria es el denominado precesidn estable normal en el
que 8 =90° ,dedondesen =1y cos0=0,porloque

. k=3
]Mx = Izz (4 ]
0 M(o) :Izz (0 l// iAl
vectorialmente
M(o) =1, yng

11

Esta ultima expresion es la relacion que mas frecuentemente se emplea en ingenieria
mecanica para el movimiento giroscépico y permite hallar el momento dindmico que
se produce conociendo @ y ¥ cuando la precesidn tiene lugar alrededor de un eje
normal al eje del rotor.

Fisicamente, ocurre que si el rotor se encuentra girando con spin @ vy se toca el anillo
interior (produciendo un momento M,), el giréscopo entra en precesién, separandose
de la mano, deteniéndose al cesar el momento. Este efecto, que suele ser desfavorable
para las maquinas, resulta de dptima aplicacidén en el campo de los estabilizadores.

. . A A
La rueda de una bicicleta, por A k=1
ejemplo, se comporta como un
giréscopo. Al girar el volante aparece Av

una precesion, generandose un
momento normal al plano de

¢ y v que tiende a volcarla.

También este fendmeno tiende a
gastar los palieres de los
automoéviles, ya que al tomar una
curva (precesién) aparece un
momento normal al plano y la rueda
apoya sobre el pavimento forzando
la punta de eje.

Movimiento
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En el caso de un rotor industrial girando con spin ¢ , la introduccién de una precesion
normal produce la aparicién del momento que tenderd a volcar el rotor generando
reacciones en contrafase en los cojinetes.

Si la precesién es de caracter alternativo, el momento también lo sera y los cojinetes
soportardn vibraciones del mismo caracter, generando fatiga que puede conducir a la
rotura.

Un caso muy interesante de este fendmeno se produce cuando un avidn vira,
cambiando la direccién del spin ¢ , apareciendo el momento que segun la direccidn
del giro, forzara al avion a elevarse o a inclinarse hacia el suelo.

b) Trompo o giréscopo pesado. El cuerpo -que es simétrico con respecto a un eje (es
decir, cuyo elipsoide de inercia es de revolucion: cono, cilindro, piramide regular,
disco, etc.)- posee un punto fijo (0) y ademas la Unica fuerza actuante es el peso, que
esta aplicada en G que pertenece al eje de revolucidn (0 # G) . Es el caso denominado

de Lagrange-Poisson.

Considérese al cuerpo rigido simétrico que se observa en la figura:
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El M(O) referido a la terna movil para este caso es:
M(o) =1 Iél /\(_P IQ) =1 1€1 A(=P) (sen 0 ji +cos 6 131)
]\7[(0) = Plsend i

M, =Plsend
es decir:

M= M =0

Reemplazando en las ecuaciones de Euler, se tiene:

Plsenﬁzl(ﬁn—(//z sen@cos@)+lzz g&(¢+l/'/cost9) senHWL

0=171 lﬁsen0+21t/)écose—lé(¢+l/)cos9)
0=1_, (¢+tﬁcost9—t/19sen0)

la ultima de estas ecuaciones puede escribirse:

d . . d
0= ]zzE(("JF ¥ cos 6’) =1, E(a)Z)
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de donde resulta
@ +ycosl =aw, =cte.

es decir que en este movimiento la velocidad angular total del trompo en la direccién
k| permanece constante.
Se analizard en qué condiciones se producird una precesion estable; para esto es

O =cte=0

o

Si ello ocurre, de la segunda de las (4.34): 0=1 y sen &

de donde resulta w=0 y .. y=cte
Ahora, en la tercera de las (4.34)

0=1,9p=>¢p=0=¢=cte

Asi resulta que el trompo tiene una precesion alrededor del eje k£ con un angulo
constante de inclinacion 0,
De la primera de las (4.34) prosigue que para esta condicién:

(1,,—1) cos 6, y> +1,, ¢ yy—PI1=0
de donde, resolviendo para v :
1/2
~L,¢£[1% ¢ +4 PI(I,, ~1)cos 6,
2 (IZZ —1) cos 8,

'//1,2 = (4.35)

como puede observarse, para un mismo angulo de nutacion 0,, hay en general dos
valores para la rapidez de precesién . Estas se denominan precesidon “rapida” vy
“lenta” segun se use el signo + 6 - en la expresion (4.35) respectivamente.

Para cualquier movimiento “posible” del trompo, y debe ser un nimero real, lo que
implica que en la (4.35) debe ocurrir siempre la condicidn:

12 ¢? +4 PI(I,,—1)cosf, >0

Cuanto mayor es el espin @, mayor es ®, y por lo tanto k| se acerca a k

obteniéndose en el limite (st @, — o) un movimiento estable, pues l€1 Ny y por lo
tanto 8 — 0.

También, cuando la rotacién propia sobre el eje k| es muy grande respecto de las

otras dos, el vector momento cinético practicamente coincide con el versor k
(coincidiria totalmente si se imprime un movimiento de rotacién propia sobre un eje o
punto fijo). En este caso es:
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—

= N A
Ky =1loozl,; o, k | k

pero el peso origina respecto del punto 0
un vector momento

gue representa la velocidad del extremo
del vector K(O). Por lo tanto, el

momento del peso ]\7[(0) trata de

|
AR

desplazar el extremo de IE'(O) enla

direccion de M(O) y como K(O) debe

coincidir con @, el eje de rotacidén inicia A
un movimiento de precesidn, el cual da
lugar al principio de aplicacién de los giréscopos.

Precesion estable normal: Es particularmente interesante el caso en que 6, = 7 /2; si
ello ocurre, la ¥ yla ¢ son perpendicularesy en la primera de las (4.34) queda:

Izz (/7 l/./: Pl
existiendo sdélo una rapidez de precesion:

Pl
W=—"
1.9
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4.8. Movimiento de un cuerpo rigido libre bajo la accidn de su propio peso:

Cuando la Unica fuerza externa que actla sobre un cuerpo es causada por la
gravitacion, el movimiento general del cuerpo se conoce como movimiento libre de
par _motriz. Es caracteristico de los planetas, satélites artificiales y proyectiles
(despreciando los efectos de friccion con el aire). Se supondra que el cuerpo tiene su

masa distribuida axialmente simétrica. El origen de los ejes coordenados fl,fl,kl se
localiza en el centro de masa G. Se notaque [ =1 =1.

Arrojando el cuerpo hacia el aire, la suma de momentos respecto al baricentro es cero,
lo que significa -ecuacién (4.23 bis)- que el momento cinético del cuerpo es constante:

M

@ = 0= K(G) =cte

Y

mg

Tomando & = IZ(G) y al eje fl gue quede en el plano formado por los ejes l€1 y k. El

angulo de nutacion 0 sera el formado por k y lgl , Y como K(G) estd en este plano, o

seaenel j|,k; ,setendra:

K(g) = K¢ sen 0 J1+Kg cos 6 /31. (4.36)

Ademas usando la ecuacién (4.16b)

B I 0 0 ||o,
Keo=1cd=|0 I 0 |lo
00 I |a,

=1 Oy ;1 +1 @y, jl +[ZZ , ]%\1 (4.37)

Donde ,,®,,®, representan las componentes segun i;; ji; k| de la velocidad

y’
angular del cuerpo.
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Igualando (4.36) y (4.37) y despejando,

w, =0

K
®, ZTGsen 0

K
o, = —%cosf

IZZ

o:
K ~ K n

a3=TGsen6’j1+1—Gcos9 ky

yv4
y comparando con las (4.30) de giréscopo
6=0
. Kg
w sen 0 = —; sen 0
. . K¢
wcos@+@=—-cosb
IZZ

de donde, resolviendo se obtiene:

0 = cte
K
_Lc (4.38)
1
I1-1
Q= I[ZZ Kg cos @

zZ

Asi, para un movimiento como éste, se observa que el angulo 0 (entre k(G) y (;)

permanece constante durante el movimiento. Ademas K¢, W y @ se conservan

durante todo el tiempo con lo que éste resulta en una precesion estable.
Combinando en (4.38) se tiene la siguiente relacién entre el spin y la precesion:

I1-1,,
1

Q= W cos @ (4.39)

zz

El cuerpo precesa alrededor del eje k (fijo) mientras que gira alrededor del l€1
(movil).
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ﬁ (eje de precesion)

Caso:

cono espacial  (fijo)
[=]zz —
Precesion &
Regular

eje d¢ espl?

cono movil

Ymg

El cono espacial (que define la precesion) estd fijo, ya que la precesién lo esta,
mientras que el cono del cuerpo gira alrededor de la superficie exterior del cono
espacial sin deslizar.

Como el espin es una funcién de los momentos de inercia | e 1, del cuerpo puede
ocurrir que I, > | y el espin resulta negativo, siendo la precesidn positiva.

S

Caso:

[>1zz
Precesion
Regular

el

cono movil
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Capitulo 5

DINAMICA ANALITICA

5. DINAMICA ANALITICA

Desde que Newton enuncié formalmente como axiomas las “leyes del movimiento”
(Principia Mathematica, Londres, 1686) la Mecanica fue expandiéndose como ciencia a
través de numerosos aportes tanto desde la Fisica como desde la Matematica.

El método de la Dindmica Analitica o de Lagrange presentado un siglo después
(Mécanique Analytique, Paris, 1788), constituye un punto de vista completamente
diferente al de sus predecesores. Mas que seguir el movimiento de cada masa
individual de un sistema, Lagrange introdujo coordenadas generalizadas (q;) en igual
cantidad que los grados de libertad del sistema (k). Suele decirse que el esfuerzo
colectivo de organizacion de la Mecanica del Siglo XVIII culminé con Lagrange, es decir,
con la casi perfecciéon formal de la Mecdanica Clasica. A partir de aqui se entra en el
terreno didactico.

El método es aplicable a un gran conjunto de problemas de particulas y de cuerpos
rigidos que abarca desde los mas sencillos hasta los mas complejos. Las ventajas de
este procedimiento sobre los métodos convencionales, por las razones que se indican
a continuacion, son de gran importancia.

En gran parte, el método de Lagrange reduce todo el campo de la estdtica, de la
dinamica de particulas y de la dinamica de los cuerpos rigidos a un solo procedimiento
que implica las mismas etapas basicas, independientemente del nUmero de masas
consideradas, del tipo de coordenadas empleadas, del niumero de restricciones o
vinculos sobre el sistema y de que éstos y el marco de referencia estén o no en
movimiento. Por lo tanto, los métodos especiales se reemplazan por un método
general Unico.

Pueden utilizarse una gran variedad de coordenadas generalizadas. Es decir, que las
ecuaciones de Lagrange son vdlidas para cualquier sistema de coordenadas (inerciales
o una combinacién de inerciales y no inerciales) que resulten adecuadas para
representar la configuracion del sistema. Estas conducen directamente a las
ecuaciones del movimiento en cualquier sistema de coordenadas que se escoja,
aungue en ningun caso a la integracién de las mismas. No se requiere introducir
primero el método vectorial formal y luego hacer la traduccién a las coordenadas
deseadas.

Las fuerzas de restriccion, para los casos de restricciones holénomas lisas, quedan
eliminadas automaticamente y no aparecen en las ecuaciones de Lagrange. Como se
definié en el Capitulo 2, en las restricciones holénomas las ecuaciones de ligadura o de
vinculo pueden expresarse en funcién de las coordenadas solamente, o de las
coordenadas y el tiempo y en ellas el nUmero de coordenadas generalizadas es igual al
numero de grados de libertad. La eliminaciéon de las fuerzas de restriccion por métodos
convencionales puede presentar dificultades enormes.

El método de Lagrange esta basado en gran parte en magnitudes escalares: energia
cinética (e), energia potencial (p), trabajo virtual elemental (8W), y en muchos casos, la
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potencia (P). Todas ellas pueden expresarse generalmente sin ninguna dificultad en
cualquier sistema de coordenadas adecuado. Desde luego, la naturaleza vectorial de la
fuerza, la velocidad, la aceleracidn, etc, debe tenerse en cuenta en el estudio de los
problemas de dinamica. Sin embargo, las ecuaciones de Lagrange, basadas en las
anteriores magnitudes escalares tienen en cuenta en forma completa y automatica
estas magnitudes vectoriales sin necesidad de recurrir a métodos vectoriales formales.
Por complejo que sea un sistema, los términos de la ecuacién del movimiento de
Lagrange consisten en las componentes adecuadas de la fuerza y la aceleracién
expresadas en el sistema de coordenadas elegido.

Las ideas basicas empleadas en la deducciéon de las ecuaciones de Lagrange son
sencillas. La aplicacidn de las ecuaciones de Lagrange a los problemas practicos resulta
sencilla aln cuando se trate de problemas complicados. Excepto en los problemas muy
elementales, el procedimiento es en general mas sencillo y requiere invertir menos
tiempo que otros métodos.

Sobre la base de los estudios de Lagrange, en 1853 el matematico irlandés William R.
Hamilton introdujo el concepto de las “funciones fuerza” (energia potencial con signo
negativo). Sus ecuaciones candnicas transforman el sistema de k ecuaciones
diferenciales de segundo orden de Lagrange para el caso de sistemas holénomos
conservativos, en un sistema de 2k ecuaciones de primer orden, con la ventaja de
incluir una Unica funcién, la hamiltoniana (H).

Por cuestiones de tiempo y espacio, este Capitulo pretende presentar en forma
resumida los principios bdsicos de la dindmica de Lagrange y ofrecer al alumno
suficiente entrenamiento en las técnicas —fisicas y matematicas- necesarias para
aplicar sus ecuaciones. Debido a que esta teoria abarca a la totalidad de la Mecdnica,
no es posible incluir los aspectos mas sofisticados de la misma, alentando al estudiante
con inquietudes a consultar la excelente y profusa bibliografia especializada. En cada
apartado se incluyen varios problemas ejemplos para facilitar la fijacion de conceptos.
Asimismo, dado que la aplicacidon de las ecuaciones de Lagrange conduce en forma
directa a las ecuaciones diferenciales del movimiento, gran parte de ellas de muy
complicada integracién, se deja para los alumnos la resolucién de las mismas,
incentivando la utilizacién de la herramienta computacional mediante diferentes
software de ingenieria.

5. 1. Ecuaciones de Lagrange para un punto material

Sea una particula P de masa m sometida a una fuerza externa aplicada, resultante de
las cargas activas y reactivas, de componentes F,, F,, F,. Multiplicando cada una de las
componentes cartesianas escalares de la ecuacién del movimiento de Newton para m
(3.1) por el desplazamiento virtual respectivo, se tiene:

F ox = miox
F, 0y = myody
F .oz =mzoz

Recuérdese que un desplazamiento virtual es un desplazamiento posible, arbitrario,
compatible con los vinculos, infinitesimal.
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Sumando miembro a miembro
F.oc+F,00+F.&=m( %3+ o+ 2% ) (5.1)

Se pasara ahora de coordenadas rectangulares (x, y, z) a generalizadas (qx). Para ello se
establecen las relaciones funcionales de x, y, z con las g3, Q3,..., gk de la misma particula
m (y del sistema del cual forma parte) -donde k coincide con los grados de libertad del
sistema.

El sistema de dos barras articuladas de la figura posee dos grados de libertad y
constituye un sencillo ejemplo de estas relaciones. En él:

x; =1; sen q;
y1 =1y cos qi
x; =11 senq;+l2sen (q; + Q)
ya=1;cos qi+1z cos (q; +q2)

Asi,
X1=x1 (q1) Ecuaciones de las
y1=y1(q1)

restricciones para

X2=X2 (q1, ) dos grados de
2=¥2@5 @) porad

En general, se tendra:

x=f1(q, Q2 .-, k)
y=f2(q1, 92, ---, qx)
z=f3(q1, Q, ---» qk)

Estas son las ecuaciones de las restricciones para el sistema de k grados de libertad del
cual forma parte m. No se estudiardn en este curso coordenadas rectangulares que
sean funciones del tiempo ademas de las g; como asi tampoco ejes coordenados y
restricciones moviles.

Las variaciones (virtuales infinitesimales) de x, y, z en funcién de las variaciones de qg,
qZI q3r son:

[ ox= OX0qT0Ox dqp+t...+0x dqk

oq1 0q2 Oqx
{ sy- Oy 8q1 + 0y 8qx + ...+ 0y Oqk
y= oq, 0z Odi

0z 8q) +0z dqx + ...+ 0z Oq

\ 6z=
oq1 0qz Oqx
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Como las g; son independientes, puede examinarse el movimiento para el efecto de la
variacion arbitraria de una de ellas mientras se mantienen constantes las demas.
Supdngase:

60:120; 06q;=0,j=2,3,.,k

entonces
( ox 8q,
ox=
oqi
< 6y = QY 8q1
oq1
_ 0z oqi
L 6z = o,

Sustituyendo en la expresion (5.1), se obtiene:

oq, g 0q, oq, oq, oq, oq,

Se analizard cada uno de los miembros de esta igualdad:
a) Miembro izquierdo:

_ Recordando que se ha definido como trabajo
47 elemental para una particula a:

&3 dW:F-dr-descos(ﬁ,df)

§ dr = dsl = dxi + dvyj + dzk
F=Fi+Fj+Fk

ds = \/dx2 +dy’ +dz’
dW =F.dx+Fdy+F.dz (5.3)

Donde “ds” indica un desplazamiento elemental “real”
Considerando ahora un desplazamiento arbitrario, infinitesimal cualquiera 6s, no

necesariamente sobre la trayectoria dada, a este desplazamiento se lo llama “virtual”:
Os (6x, Oy, 6z). El “trabajo virtual elemental” realizado por la fuerza F para ese 6s, es
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5W:17-5F:F§scos(17,5f)=Fx6x+Fy6y+F262 (5.4)

que es el lado izquierdo de la ecuacion (5.2).

Se observa por lo tanto que el lado izquierdo de la (5.2) es el trabajo W efectuado por
la fuerza F durante el desplazamiento virtual 6q;; llamando fuerza generalizada Q; a la
cantidad dentro del paréntesis, Q; 6q; serd el trabajo virtual efectuado.

Notese que una fuerza generalizada es una magnitud de tal naturaleza que el producto
Q; 6q; es el trabajo realizado por todas las fuerzas activas (sin incluir fuerzas inerciales
ni de restriccién) cuando Unicamente q; varia en una cantidad + dq; (dejando
constantes todas las demas coordenadas y el tiempo).

Estas fuerzas generalizadas no son siempre fuerzas en el sentido corriente de la
palabra.

Por ejemplo, si g; es un dngulo 6, entonces Qg debe ser un momento, a fin de que Qg 8¢
sea un trabajo.

b) Miembro derecho:

Partiendo de la identidad

d| . ox . Ox .d| ox
— | X—|=X—+x—| —
dt\ 0q, 0q, dt\ 0q,

.Oox df.ox .d | ox
X—=—|x—|—-x—| —
0q, dt\ 0g, dt\ 0q,

Por otra parte, de las ecuaciones de restricciones:

es:

x = f(d1, g2, ..., Gk) resulta

code_ox o
i og Mt e,

dondees: x=f(q; ¢,) vy ¢, =V

ox 9x . ox [aqu ’x . ox 8,
= g, t 1|t = gyt — -
oq, 04,0q, oq, \ 9q, 04,0q, oq, 0q,

en la cual, el primer sumando es nulo porque 9x/9q; es funcién solamente de q; y el

ultimo sumando se anula por cuanto ¢, # f(¢, ), ya que son independientes.

. Ox  Ox

L= (procedimiento de “eliminacién de puntos”)
9q, 0q,
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reemplazando mas arriba:

. Ox d( axj (.6)&}
X—=—|x X—
a‘h dt 6% 6%

Operando en el segundo miembro,

(.axj 0 (ﬁ] (.8}&] 0 (xzj
X | =% |~ Y | Y| T 52|~
a% 6% 2 a‘h a% 2

Por lo tanto

.ox d| o (x’ o [ x? o
X—=—|——| |——| — | , y por similitud
Oq, dt|og,\ 2 oq, \ 2
s _d| o (i) o (it
Yoq, “dr|ag\ 2 )| aq 2 )
e _d[o(#)] a(2
dq, dt|0g,\ 2 )] 0g,\ 2
Este miembro de la expresion (5.2), automaticamente toma en cuenta todas las

fuerzas inerciales. En efecto, los términos como, mx, mré*, 2mwx , etc., aparecen en las
expresiones de este miembro.

Volviendo a la ecuacioén (5.2):
1d| 0 1 0
SWa. = S Bl I S B | DN RS
q, = 0,49, m{z dt|:5q1 (x y Ttz )} 2 8q, (x y tz )}&11

perocomo: e= %m(x2 + 37 +z'2) resulta
d| oe Oe
O=—|%"|"5
dr\ 0q, aq,

Repitiendo el proceso para 6q;, 603, ..., 6qxse llega a:

d| Oe Oe .
—|——|-—=0, ;1=1,2,...,k (5.5)
dr\ oq; | 0q;

gue son las ecuaciones de Lagrange para un punto material sometido a cualquier clase
de fuerzas.

Estas k ecuaciones de segundo orden para cada grado de libertad j, daran la ecuacién
de movimiento del punto material que corresponde a cada grado de libertad.
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Aplicaciones Ejemplo. Punto material bajo una fuerza cualquiera.

Obtencidn de las expresiones para las fuerzas generalizadas. Se observa que para la
aplicacion de las ecuaciones (5.5) deben calcularse las fuerzas generalizadas
correspondientes a cada coordenada g;, que se hace mediante el trabajo virtual.

1) Considerando el movimiento de un proyectil (m) con respecto a un sistema de ejes
rectangulares inercial, se toma: x=qq; Y= Z = Q3.

V=i + 3]+ 2k
1 1

e:Emv2 =§m(5c2 +)>2 +Z'2)

y las fuerzas generalizadas  Fx, Fy,Fz=Fq;

Aplicando la ecuacién (5.5):

e _ mx e _ 0
ox mx ox
Oe | Oe . d| oe .. Oe | Oe
PR PR | A " =15 =0
og, | oy dt{ ag; )| . 0q; | %
mz
e _ mz e _ 0
oz oz
i <[ Fx=0 Despreciando la resistencia del aire, la

i unica fuerza generalizada es la
my = Fy =0 jl> atraccion de la gravedad en - k

mz =|Fz = —mg

Asi: W, =-mgoz
y.F, =-mg
Que son las ecuaciones diferenciales del movimiento de Newton.

2) Una esfera perforada de masa m se desliza libremente a lo largo de un alambre
parabdlico rigido, cuya forma esta dada por y = bx’. Hallar la ecuacién del movimiento
en el plano xy.

A
y

En este caso, la trayectoria es lineal (el alambre),
y el movimiento posee sélo un grado de libertad.
Tomando como g;j a x e y; la ecuacién de vinculo
es y = b’ (se adoptaron dos coordenadas
generalizadas que estdn vinculadas entre si: m =

2,n=1;gl=k=m-n=1)

\j
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Asi: e:%m(fc2+j;2)
: . 1 -2 2.2.2
pero  y=2bxx = e:Em(x +4b°x"x ):

- %mxz (1+4b°5%)

Aplicando la ecuacién (5.5)

02 _ 08 _ mefi+ab2x?y L) 00| 2 i1+ 4622 )+ SmbP i
oq; Ox dr\ 0q
ﬁ = % = dmx*xb*
dq; Ox
Por lo tanto;
m)'é(l+4b2x2)+ 4mixb® = Fx=Q, (=1

Para hallar F, se supone que el eje y es vertical y que la Unica fuerza activa es la
atracciéon de la gravedad. Imprimiendo a la esfera un desplazamiento +0x,
necesariamente se moverd una distancia correspondiente +8y por el alambre, como
se observa en la Figura. El trabajo hecho por la fuerza de gravedad serda 6W = - mgéy
Pero segun la ecuacion de la restriccidn, dy=2bxdx

Por lo tanto, §W=-2mgbx 6x=Fx 6x, de donde
Fx =-2mgbx

y la ecuacion del movimiento queda

m)'c'(l +4b°x* )+ Amx’xb* = 2mghx

A los fines ilustrativos, se considera una fuerza f aplicada a la esfera mediante un hilo

en el plano x-y, cuyo angulo de inclinacién ¢ con la horizontal se mantiene constante
(los cosenos directores c;1y €12 son constantes).

]‘ = f(cos ¢f+sen(p}‘) y =bx2
CoOsS@=Ci1
sene = Ci2

Para un desplazamiento pequefio, se tiene segln
(54) o)

OW =—-mgdy +c,, foy + ¢, fox / mg
ycomo &y = 2bxox, se tiene ' -
OW = (-2mgbx +c,, f +2bxc,, f)% y
Fx =-2mgbx +c,, f +2bxc,, f = 2bx(c,, f —mg)+c,, f
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Permaneciendo inalterado el miembro izquierdo de la ecuacidon de movimiento:

m)'c'(l +4b%x? )+ dmx’xb* = be(clzf - mg)+ ¢,/

3) Sea el péndulo de masa m de la figura sostenido por una banda elastica de
constante k y longitud ro cuando no esta estirada.
> Este es un caso de 2 grados de libertad.

X Se toman r y 8 como coordenadas q,
luego
50/ A
0 \b.\ vV =17+r60
U e= —m<r2 + r26’2)
A m/ 2
I o ____________ . .,
r30 Aplicando la ecuacién (5.5)
oh
m Oe .
a —— =mr
y ¥ e _ Gar
. e )
0q — =mr’0

00

i(@J—mif'
1(@]_ dr o7

dt 8qf i(a—e)=mr29.+2mréﬁ
dt\ 06
Oe -
e E-mr@
oq @:0
00
|\mi —mré* =F.
B mr29+2mrf9:F9

Las fuerzas generalizadas pueden hallarse por dos métodos:
a) Trabajo virtual: se da a m un desplazamiento arbitrario &8s, con r y 6 sufriendo
cambios positivos +6r y +68. El trabajo virtual elemental total debido a la gravedad y a
la banda elastica es:

oW, = —mgdh—k(r —r, )or
Ambos trabajos son negativos porque los sentidos de las fuerzas y los desplazamientos
virtuales son opuestos.
De la figura, &h es:
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-
“x.H %
S,
Ha
M
.,
Y
g
o H"x '
Hx\_ ar ; ]
r T m
s | TO% -
o ot send Eh B0 senf — &1 cosh
it 1 Y I — -
m
i |
. W, =—mg(rébsend — or cos @) — k(r —ry)or
= —mgrsen050 —[k(r — r,) — mg cos Oor
Asi el trabajo correspondiente a un cambio de r Unicamente, es
Wr = —[k(r —r,)— mg cos 0o = F.6r,
de donde: F. =—k(r—r,)+mgcos@
y similarmente:  F, = —mgrsen® .
o . ox oy
b) Por aplicacion directa de la ecuacion (5.2). Es O, = F, +F, +F,
aq aq aq

Las componentes x e y de las fuerzas sobre m, son:

F.=—k(r—r,)send
F, =mg—k(r—r,)cos@

x =rsenf
Pero como:
y=rcosf
Resulta para a—X:
aq,
o = sen@;a—y = cos@;g =0
or or or
ﬂ=rcosé’; =—rsen9,a—=0
00
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O, = F, =—k(r —r,)sen0 + [mg — k(r —r,) cos ]cos 6 =
= —k(r—r, ).(sen29 +cos’ 6’)+ mg cosf =
= —k(r - r0)+ mg cos 6
0, = F, = —k(r —r, )sen@.r cos 0 + [mg — k(r —r,) cos 0](— rsend) =

= —mgrsent

4) Se sujeta un anillo A de masa m a uno de los extremos de una varilla uniforme
de longitud 2a y de masa 2m. El anillo se ensarta a un alambre liso, horizontal y rigido,
imponiéndole una velocidad (x) sobre el alambre, mientras se da a la varilla un

movimiento oscilatorio en el plano vertical. Encontrar la ecuacién del movimiento.
V=X

Las coordenadas generalizadas son aqui x y 6.
Aplicando las ecuaciones (5.5.a),

La energia cinética del anillo sera:

1
e, =—mx

y la de la barra:
1 | — = _
e, :§(2m)VA2 +51A6’2 +2mV, -0 Nig,

e, Z%-ZmVAZ +%-%2m(2a)2 6> +2mV i -0k nal send(~i ) +cos 0] |

_ 2 4 54 2 ] A 2
= mV, + Ema 0 +2mV,i -[—Qa(sené’] —cos i )}
= mV} + %mazé’z —2ambV , cos 0

La energia cinética total:

o= %mxz + m(xz +§az6)2 —2a0.x cos 9)
Oe ) ) .

5 — =mx + 2mx — 2ma6 cos

_ve _|ox

aq.j ﬁ_e.zm§a2(9.—2am)'60059
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d| oOe

- ==

dt (6%]

i[%] = 3mx — 2ma6 cos 0 + 2amB*send

dt\ ox

i(@j = §ma2é —2aimcos O + 2amx Gsend
dt\o6) 3

e - Oe = 0;g = 2am6.xsend

oq Ox o0

Luego, aplicando la ecuacion (5.5):

3mi — 2maf cos @ + 2ma@’send = Q.
%mazé —2amicos@ =0,

Para hallar las fuerzas generalizadas, en el desplazamiento virtual x se incrementa en
Ox hacia la derecha y 0 en 60 en sentido horario. Sélo hace trabajo el peso de la varilla,
y como su centro de masa recorre una distancia vertical a 80 sen6, se observa que:

OWr=-2mgad0send=Qy0d0
Por lo tanto,
Q=0
Qp=-2mgasend
y las ecuaciones de movimiento quedan:

3x—2abcosO+2ab*send =0

%azé —2axcos = -2gasen®

5.2. Ecuaciones de Lagrange para fuerzas conservativas

Si
F =Vu
an—uf+a—u}'+a—ul€
ox Oy oz
dW =F -dr = du
y como du =-dp,
es:F:—a—pf—a—p}—ﬁ—pl\;:—Vp
ox oy 0z

Se ha visto en (5.2) que la fuerza generalizada para la variacién de la coordenada g;, es:
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Puede entonces escribirse

Qj(@_p o poy o azJ op

Ox0q, 0yoq, 0z0q, aq,
en (5.5):
d| de | ode _ 0p
dr\ oq; | 0q; aq,
O sea:
d| e _ﬁ( ~p)=0 (5.5
dt\ dq, | 0q,

Introduciendo la llamada “funcién de Lagrange” o “funcién lagrangiana”
L=e-p

y tomando en cuenta que en los problemas de Mecanica p no resulta ser
funcidn de la velocidad, p # f(qj), resulta

djoL|_°L j=1,2,...k (5.6)
dr\ 04, ) 04,

Que son las ecuaciones de Lagrange para un punto material bajo la accion de
fuerzas conservativas.

Aplicaciones Ejemplo. Punto material bajo fuerzas conservativas.

1) Se toma para el analisis el péndulo elastico del apartado anterior

Solucion:
. 1 .2 2,2
Sabiendo que: e= Em(r +rd )
la energia potencial acumulada en el resorte sera:
1 2
pr = Ek(r - 7"0)

y la energia potencial gravitatoria respecto a un nivel de referencia coincidente
con el eje x:
p, =—mgrcost
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1
p=p.+p, =Ek(”_”o)2 —mgr cos &
’ 1 .2 292 1 2
Asi, L:Em(r +r°60 )—Ek(r—ro) + mgr cos @
Aplicando la ecuacion (5.6):

oL d oL

— =mr ———=mr
oL _[o 1(8_L]:dtar-
aq, a—L.:mrzg dr\ 04, ia—lf:2mrf6}+mr25
06
oL Z—izmr@z —k(r—7,)+mgcos@
aq, a—L:—mgrsenﬁ
00
Luego, mf;?lréz + k(r—ro)—mg cosd =0
mr-6 + 2mrr0 + mgrsend = 0

2) Aplicar las ecuaciones de Lagrange para encontrar la ecuacién del movimiento de la
particula de masa m adherida a la varilla liviana articulada en P que se mueve en el
plano vertical. Las longitudes naturales de los resortes son L; y L, y los
desplazamientos angulares son tan pequefios que senf = 6. Suponiendo que los
resortes se ajustan de tal manera que la varilla estd en equilibrio estatico cuando 6 =0,
demostrar que m ejecuta un movimiento armonico simple de periodo:
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En tanto que la energia potencial estara compuesta por la gravitacional mas la de los
resortes:
pe =m.g.(h+r.0)

1

D= E.kl (h—L, +s5,0)
1

Doy = E.kz.(h ~L, +s,.0)°

Por lo tanto la funcidén Lagrangiana resulta:

L= %.m.(@.r)2 —[m.g.(h+r0)+ %.kl.(h — L, +5,.0)° + %.kz.(h ~L,+5,.0)"]

Las derivadas parciales de L respecto de la coordenada generalizada, y con respecto al
tiempo son:

L

00

i(a_L.j e

dt\ 00

oL

20 =—{mgr+k.s(h—L.s +0.s)+k,s,(h—L,+0.s,)]

Luego reemplazando y reacomodando se obtiene

mOr* +[mgr+k.s(h—L +6.s)+k,s,(h—L, +6.5,)]=0

mo.r’ + 49.(k] 80+ kz.s22)+ k,.s, (h -L, )+ ky,s,(h—L,)+m.gr=0

Que es la ecuacion del movimiento de la particula m.

s . s . T . . 2
Ahora, utilizando la expresidén anterior y dividiendo miembro a miembro por m.r-,
gueda:

(k,.s.” +ky.8,) ks (h=L)+ky s, (h=L,) +mgr _

2 2
m.r m.r

0+0. 0

Si el equilibrio estatico se obtiene cuando € =0, entonces el numerador del término
independiente en la ecuacion anterior se anula, resultando:

2 2
é+(k1’sl +12€2.S2 )020
m.r

Que es la ecuacion diferencial de un movimiento oscilatorio armoénico, de donde:
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2 2
, ks +k,us,
) =

2
m.r

por lo tanto: 5 >
a):\/kl.sl +k,.s,
mr’

El periodo del movimiento armdnico simple que ejecuta la particula m es:

T 2. _ 2.z
@ ks’ +k,s,’
mr’
o sea:
m.r’

k Sz-l-k S ?
1-+1 22
como se queria demostrar.

5.3. Ecuaciones de Lagrange para un sistema de puntos materiales

Las ecuaciones de Lagrange tienen poca utilidad para estudiar el movimiento de un
solo punto material. Su utilizacion principal reside en el andlisis de sistemas de puntos
materiales, particularmente en los de multiples grados de libertad.

Sea un sistema de n puntos materiales. Representando con i al i-ésimo de ellos, en la
ecuacion (5.5) se tiene:

| d | Oe, -
zdt( ] ﬁq, ZQ,, J=12,k

i=l aqj i=l

n
pero Zei es la energia cinética de todo el sistema, y
i=1

n
ZQﬁ =0, +0, +...+0,, eslafuerza generalizada resultante que elimina

las fuerzas interiores del sistema, puesto que Z e =0
i=1

Entonces: 4 8_‘e —ﬁzQJ j=L2,...k (5.5.2)
04, ) o4,

gue son las ecuaciones de Lagrange para un sistema general de puntos materiales,
conservativo o no.

dl oL | oL
: — =0 =1,2,....k 6.
y r (GC}J 6(] J (5.6.a)
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son las ecuaciones de Lagrange para un sistema de puntos materiales sometido a la
accién de fuerzas conservativas.

Donde eyl =e—p, sonlos términos energéticos totales del sistema.

Como antes, existen tantas ecuaciones como grados de libertad k.

Aplicaciones Ejemplo. Sistemas de puntos materiales.

1) Un carro de puente gria de masa m; que se desplaza en linea recta suspendido
de un riel, transporta una varilla uniforme de longitud | y masa m, mediante una
articulacion O. Durante el transporte con velocidad x respecto del riel, la varilla oscila
en el plano vertical, comportandose el sistema como conservativo.

Encontrar las ecuaciones de movimiento mediante las ecuaciones de Lagrange

Teniendo en cuenta que el sistema tiene dos grados de libertad (k = 2), en el esquema
simplificado de la figura se adoptan como coordenadas generalizadas g1 =x yq2 =@

X

La energia cinética del carro es: e.=—.m.xX
o : 1 2 1o R S
y la energia cinética de la varilla: ¢, = E.mz.Vo +§IO¢ +m,V P AT
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1 .2 11 272 AT E N /s
e =—m, x +——m,/l +m,xi - gk A—|—sengi + cos
=+ m g myid | sengi + cos ]
.2 1 212 . f
evzz.mz.x +gm2€ ¢ —m2x¢5cos¢

Tomando el nivel de referencia para la energia potencial coincidente con el eje x, la
energia potencial del carro es:

pc=0
y la energia potencial de la varilla:

4
Ppv=-mygy=-myg ECOSQO
La funciéon Lagrangiana, sera:

L=e—-p=ec+e,—(pc.+pv)

L= %_5& +%(;‘c2 +§£2¢52 —fX&cos¢+g€cos¢J

Aplicando ahora la ecuacion (5.6.a), se tiene:

%:%{%xz +%()‘C2 +§€2¢52 —€x¢5cos¢+g€cos¢ﬂ

oL
o

= (m1 +m2)5c—%€¢fcos¢

ia_L B "_ﬂ .. B 9
o (ml +m, )x 5 €(¢ cosg—¢ sen¢)
oL _

—=0
Ox

Ahora, paraq; =@
a—;:&(gézqé’—ﬁfccowﬁj
op 2 \3

d 8[4 m2 2 27 . .

——=—| ("¢ —Ilxcosgp+/

diog 2 (3 § -~ Lxcosg x¢sen¢j

oL _m,

% = ()'c¢5.sen¢ - g.sen¢)
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Obteniéndose el sistema de ecuaciones de movimiento:

(m1 +m, )x — %£(¢ cos¢@— ézsen¢)=0

%ﬁ(%ﬁg}f —Xcos¢— g.senqﬁj =0

2) Una particula P de masa m se encuentra sobre una mesa lisa horizontal, sujeta a una

cuerda larga e inextensible de longitud | que pasa por un agujero liso en su superficie.
El otro extremo de la cuerda soporta una particula Q de masa km, que cuelga
libremente. Se impulsa a la particula P a partir del reposo formando angulos rectos con

la cuerda, con una velocidad ./8ag cuando esta a una distancia a del agujero.
Encontrar las ecuaciones del movimiento para el sistema de dos particulas.

tomarse como:
p=-kmg(/-r)

: P Las coordenadas generalizadas son ry 0.
@A La energia potencial de Q puede
Q

y omitiendo el término constante:
kmg
p=kmgr

La energia cinética es:

e= lm(f2 + r292)+ L
2 2

L= %m(k +1)7% + %mrzé’z — kmgr

Aplicando las ecuaciones (5.6.a):

a—,L:a—L,zm(k+l)f ; a—L.:mrzé
aq or 00

d [6—LJ = m(k+1)# ; mr0 + 2mrir0

dr| 8q,
5‘_L:> a—L:—kmg+mr<92; a—L=0
aq or 06
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Entonces, por (5.6.a):

m(k+1) i - mro* + kmg =0
mr20 + 2mrir@ =0

3) El sistema conservativo de masas m; y m, y polea de masa M de la figura puede
ejecutar Unicamente movimiento vertical. Cuando el resorte de constante k no ha
sufrido ninguna deformacion, su longitud es yo.

Se desea encontrar las ecuaciones de movimiento correspondientes a las coordenadas
y e y; utilizando las ecuaciones de Lagrange.

------ 1

La energia cinética total del sistema sera la suma de la correspondiente a la rotacion
mas la de traslacion:

e=e +e, :%Jo.a}z +%M.Vo2 +%ml.(V0 +7 ) +lm2.(l7 +7,)

Ahora, teniendo en cuenta que V, = -V,

e=e +e, :%.Io.a)z +%M.V02 +%ml.(Vo +7 ) +%m2.(VO -7)

r

La velocidad angular de la polea puede expresarse como:

y las velocidades:
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Asi, la energia cinética sera:

Lo(n Y L, o 1 1
625-10{%) +EM~)’2 +§m1.(y+y1)2 +§mz-(y_)’1)2

La energia potencial p estd compuesta por la gravitatoria y la eldstica:

P=P,tPD,
Energia potencial gravitatoria:

Pe=—Mgy—m.g(y+y)-m.g(y+y,)
Pero, como la longitud de la cuerda | es constante

ytrrr+y,=1{
Y, =C-y
DondeC=|—rTr
Py =-Mgy-m.g(y+y)-mg(y+C-y)

Energia potencial elastica

1
AZEk@—%Y

Por lo tanto la ecuacién de Lagrange L=e — p, sera:

L_{Eit%j+EALW+EMJy+%Y+EmAy—%Y}—

1
—{Ekb—yﬁ’—M@JHngU+yJ—mrgU+C—%{

L :L{yp)@)"p)"}

Habrd tantas ecuaciones como grados de libertad tenga el sistema. En este caso se
tienen dos grados de libertad.

Las derivadas parciales de L respecto de las coordenadas generalizadas, y con respecto
al tiempo son:
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oL . . oy
6_)'/:M.y+ml'(y+yl)+m2'(y_yl)

oL
oq oL I . oo o
! —_:—z.yl+ml.(y+yl)—m2(y—y1)
oy, r
f
d (oL
A0l _ 4y S )4 R
i[ 8LJ_< dt[@j}] ly m1(y y1) m,(¥—3,)
dt\ Ooqg . d( oL I . N .
qJ e =_2y1+m1(y+y1)_m2(y_yl)
de\oy, ) r
-
-
oL
—=—k.(y—y0)+M.g+m1.g+m2.g
oL _ ) o
O B oL
g, ——=m.g-—my.g
5%
.

Finalmente, aplicando la ecuacién (5.6.a):
dfoL)_(o)_,
dt éq'j 8qj

A/[)}"'ml(j}"'j}l)+m2(j}_j}1)_[_k‘(y_yo)+Mg+m1g+m2g]:O

Resulta

(r_(z)-%+ml(y‘"yl)_mz(y_%)j_(mrg_mz-g):0

Reordenando:

y.(M+m1 +mz)+j}1(m1 —m2)+k.(y—y0)—g.(M+m1 +m2):0

. (1
y(m, _m2)+y1-(r_2+m1 +m2j_g-(m1 _mz) =0

Son las dos ecuaciones que describen el movimiento.
Puede demostrarse que despejando de la ultima ecuacion j, en funcién de j para

reemplazar luego en la ecuacion anterior, se obtiene una ecuacion del movimiento
para la masa M en funcion de la variable y .
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5.4. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton constituyen otra manera de expresar las ecuaciones
dinamicas del movimiento. En el apartado 5.2, ecuacién (5.5’), se ha visto que para el
caso de un sistema holénomo bajo la accidn de fuerzas conservativas, es:

d(ﬁeJ— 9 (e=p) j=1,2, ..,k

a2, )",
Introduciendo nuevas variables y; relacionadas con las gj mediante
Oe
L= — 5.7
v, %, (5.7)
las ecuaciones (5.5") toman la forma:
dl//j — a(e_l)) (5511)

dt oq .

J
que constituyen un sistema de k ecuaciones lineales que vinculan los k parametros y; y
permiten calcular las g, en funcidn de las pj, de las q; y de t, después de reemplazar en

las ecuaciones de Lagrange las g ; por los valores obtenidos.

A estas nuevas variables y; suelen denominarselas “impetus” del sistema, y estan
directamente vinculadas al concepto de “cantidad de movimiento” cuando se trabaja
con las ecuaciones de Newton.

Si ademas se define ahora una funcién H dada por la ecuacidn

k k
H= ZW/“L‘ —(e-p)= Z‘/’f‘]/‘ —L
J=1 j=1

hallando su derivada parcial respecto a ; y teniendo en cuenta la definicién (5.7), se
obtiene:

OH _ dq,

- =g, (5.8)
oy, dr T

De igual forma, derivando parcialmente a H respecto de g; se obtiene
H__ Wy 5.9
aqj dt J ( . )

Las ecuaciones (5.8) y (5.9) forman 2k ecuaciones diferenciales de primer orden que
reemplazan a las ecuaciones de Lagrange que, como se ha visto, son de segundo
orden. Se denominan_Ecuaciones de Hamilton, siendo H la funcién de Hamilton o
“funcion hamiltoniana”.
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Como medio para analizar la mayor parte de los problemas aplicados, este método no
es tan conveniente como el de Lagrange. Su utilidad crece en problemas que se tratan
por técnicas de transformacion, perturbacién, mecanica estadistica y cudntica.

Aplicaciones ejemplo. Ecuaciones de Hamilton.

1) Considérese nuevamente el caso del proyectil del ejemplo 1) correspondiente
al punto material bajo una fuerza cualquiera.

Es L:%m()'c2+j/2+z'2)—mgz
de donde
OL . . .
Yy =—-_=mx , Wy=my ; Yy;=mz
ox
por lo tanto

3
HZZW]QJ -L=y\q,+¥,q, +y¥4; - L

J=1

2

1 2 2
=W1&+W2&+W3&__m(l/llz +l//22 +l//32)+mgz
m m m 2 m m m

1
AT

las ecuaciones (5.8) en este caso, dan:

°oH _y, °H _y, _ . OH _y; _

oy, m = Oy, m ’ oy, m
y las (5.9)
OH _OH o .. OH _OH_ .. OH_oH_ .
oq, o Vi o0, o Vs oq, oz g ="V,

Estas son las 2k = 6 ecuaciones de Hamilton.
Tomando la derivada de las (5.8) con respecto al tiempo y eliminando y; de las (5.9) se
obtienen las ecuaciones usuales del movimiento. Es decir,

doH . v, dOH, oy, d o .y

E(G_y/l):x:;’ ” a%):y:;, E(G_%)ZZZE

Y, = mx, W, =my, Wy =mZ

Reemplazando ahora en las expresiones (5.9)
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mx =0
my =0
mz = —mg

Estas uUltimas tres ecuaciones son las relaciones halladas por aplicacion directa de las
ecuaciones de Newton primero y de Lagrange después. Por lo tanto, es evidente que
las ecuaciones de Hamilton en este problema no presentan ninguna ventaja.

2) Se analizara el movimiento sobre un plano horizontal liso de un punto material de
masa m sujeto a una fuerza elastica. Se adopta como origen de coordenadas el

extremo libre del resorte cuando no se encuentra deformado (enx=0,y=0es &,=0).
N

Aqui las coordenadas x e y son
independientes.

——————————————————————————— gi1=X; OQ2=Y

La energia potencial del resorte es:

», =%k<x2 %)

y la energia cinética de la masa:

1 .2 .2
e=—mx +
2 (x"+y7)

Luego:
L=e-p :%m(fcz +j/2)—%k(x2 +3%)
De (5.7):
de e
Vi oq, ox
e e
e
Por lo tanto:
2
v v v v
H:Zy/jqj L=y, +y, 2 ml -+ j+—k(x2+y2)
= m m
1 1
=—(lp21 +y 2)+—k(x2 +y2)
2m 2
Luego, de (5.8):
oH y, oH vy,
oy, m ’ oy, m

y de (5.9):
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oq, Ox
OH _OH _ 40—
dq, Oy v

Ahora:

d(oH)\ v, . o
—_——=—=X - Wl = mx
dt\ Oy, m

d{oH | _y, . _ S
di\ ov, " y ¥, 'y

y reemplazando en (5.9)
—mX = kx =  X=-—X

) .k
-my=ky = y=-Y

Estas ultimas son las ecuaciones diferenciales de dos movimientos oscilatorios
armonicos en x e y. El movimiento del punto P resulta entonces de la composicion de

dos movimientos oscilatorios armonicos ortogonales de pulsacién @ =./—, dando
m

lugar a la correspondiente figura de Lissajous.
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APENDICE 1

A.1. TENSORES CARTESIANOS

Se presentan algunos conceptos aclaratorios sobre la magnitud tensorial /(,1).
Recordando que desde el punto de vista matematico, especificamente del algebra

lineal, el tensor es una transformacion lineal 7:V — V. Es decir, el tensor T es una

transformacion lineal que a cada vector V €V asigna un Unico vector u=TV
cumpliendo con las operaciones lineales:

7’(3?+)7)=?(f)+7’()7) Vi,yeV

y T(ﬂ, )?) =1 T(X) (A= numero real)

Desde el punto de vista de la ingenieria, el tensor es un ente que describe un
fendmeno fisico y resulta ser independiente del sistema de coordenadas, por lo que
constituye una magnitud.

En los vectores se vio que si se cambia el sistema coordenado, se alteran sus
componentes, no el vector en si mismo. El tensor tampoco se modifica si se cambia el
sistema de coordenadas en el cual se lo definid, sdlo cambiaran sus elementos.

Las magnitudes tensoriales tienen tantas componentes como 3", donde n se denomina
“orden” del tensor. Si n = 0, tiene una Unica componente y el tensor representara un
escalar. Si n = 1, tiene tres componentes y el tensor es un vector. Si n = 2, el tensor se
denomina de orden dos y posee nueve elementos.

Al.1. Transformacién por Rotacidn de Ejes

Toda magnitud tensorial de orden dos permite pasar por giro de ejes coordenados (ver
transformaciones ortogonales de coordenadas en algebra lineal) a sus nuevas
componentes mediante expresiones de transformacion del tipo:

T=RTR

t.=c, c.t (A.1)

ij im ™~ jn"mn

Donde ¢,, y ¢, resultan ser los cosenos directores entre los ejes girados y los

originales. La expresion Al estd escrita en la notacion indicial de Einstein, donde se
entiende que los subindices que se repiten en un mismo miembro suman,
permaneciendo fijos los que no varian; asi por ejemplo:

tiz=crp 311ty €32 g +eqp 633 13+
+C1p €31 Ip1 +Cpp €3 Ipp +Cpp €33 13+
+C13 €31 131 T €13 €32 133 +C13 €33 133
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y ¢ =cos aij(i,j = 1,2,3)

graficamente:

A
13
M
|
13 %]
x13 A
0, in
a2
Ay
i i
1 l]

Matricialmente, t’;3 representa el valor del elemento ubicado en la fila 1 y columna 3
del tensor T :

! ! !

N Lyl b
R RV
Toin =t 1y )y

’ ! ’
t31 t32 t33
que cuando se lo referia al sistema {0,,7;7,;7,} tenia como expresién

_ Ly, 1,
Toiy =1, 1y, by

ZL31 t32 ZL33

Asi, como un vector de tres componentes (tensor de orden 1) es invariante respecto
del sistema de coordenadas (sdlo varian sus componentes al referirlo a uno u otro), el
tensor de orden 2 también lo es.

Por estar representado por una matriz (como toda transformacion lineal), el tensor de
orden 2 goza de todas las propiedades vistas en calculo matricial (algebra lineal); entre
ellas: “La suma de las componentes principales (traza) es un invariante:
)+ ti33 =1t +i53 "

Tensor de inercia.
Tomando ahora la expresion (4.15) se tiene que el tensor de inercia de un cuerpo
referido a un sistema coordenado con origen en 0; es:
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_ %7 Ixx _Ixy _Ixz—i
1(01) :|_Iyx Iyy _Iyz |
L_sz _[zy [zz

Iy, = E M xpvioy Iy = E M Vi X

por lo que en general: I =1; (i,j=1,2,3)

Luego, en la aplicacion de la expresion (4.16) del momento cinético, para el caso del
tensor de inercia respecto a ejes rotados, sera:
a) Para un elemento con subindices iguales (momentos de inercia o axiales)

2 2
I}, =15 =cy 111 +cp1 ¢ (~112) +ea1 ea3l=T13)+een +ch3 133

b) Para un elemento con subindices desiguales (momento centrifugo)

—17, =—=1I% =c31 ¢ {11 +c31 ¢ (=112) + e31 ea3 (=113 )4eeeenn +c33 €313

Notar que los momentos de inercia axiales son directamente elementos del tensor,
pero los momentos centrifugos (o productos de inercia) son los elementos del tensor
con signo cambiado.

Al1.2. Transformacién por traslacién de ejes

Con respecto a las propiedades de los elementos del tensor de inercia, conviene
recordar una muy importante: el Teorema de Steiner o de los ejes paralelos. Segun
este teorema, para una traslacion de ejes se tiene:

_ 2 ;22
Loo=1_. +md; =1, +m(y;+z;")

XX XGX,

(A.2)

I, =1, +mx';y';

xy RZepde]

donde:

{0, X', y’, 2’} son ejes paralelos a los ejes baricéntricos (X, Vg, Z)

dy, dy, d; son las distancias entre los ejes xg, ys, Zg Y los X', ¥, Z, respectivamente.

X'e, Y6 Z'g, son las distancias de m a los planos coordenados denotados por sus
versores normales i, jy k.
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N

m= E m; masa del sistema

1

AZ
Z |
e dz
' q -
dy
> = YG
Asi también:
I, =1I,, +mdy2— I, . +m(x' vz
I. :IszG +ma’z2 —Iy y +m(x'Gz+y'G2
loo=1, . +mx'gz
L., =1,. +mysz

Al. 3. Elipsoide de Inercia

Para examinar el efecto de la orientacién de los ejes sobre las propiedades inerciales
para un origen 0 dado de coordenadas, se considera el momento de inercia I'y; de un
cuerpo rigido respecto a una recta cualquiera que pase por el origen 0.

Los cosenos directores de la recta seran cj;, C12, Ci13 Yy Su versor director puede
escribirse:

7= Cllfl +C12;2 +C13f3

—2

[y Fig A.l
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También se supondran conocidos todos los momentos de segundo orden del cuerpo
con respecto al sistema o base {zA, } Esto es, se conoce el tensor de inercia

_ ]11 _112 _113
L) = Iy, -1y
Sim 1,

Tomando la recta como eje i{ de un nuevo sistema de coordenadas {ii'} y calculando
el momento de inercia del cuerpo respecto de este nuevo eje,

2
Hy=cienrhhi—carcn hip—cy ez liz—cppen lipg+eip I+
= A1 Z T 2 an—2 Iy —2 I I
=it Inteip I +eiz I33—2c¢p1 10 Iip =2 ¢pp e13 13 — ¢ €13 123
(A.3)

Con esta expresién se obtiene el momento de inercia del cuerpo respecto a un eje
f(fl') cualquiera en funcion de los momentos de inercia respecto a las direcciones

coordenadas originales y de los productos de inercia (0 momentos centrifugos)
respecto a los pares de planos coordenados.

Con el fin de establecer de una manera grafica la ley de variacién de I'14, se toma sobre

la recta un punto R situado a una distancia rp = de 0. Se tiene que

'

1

2 , XX
| 7|7 =—— yteniendo en cuenta que: cos az; = ¢y = =+
Ut 7| &

y también que

X X.
_% _5
Ci Ci3
T Fr
entonces:
2 2 2
2 _ & 2 _ % 2 _ X
Ch=— Cp=— C3 =
Iz "z Iz

reemplazando en (A.3); o sea multiplicando ambos miembros por rJ%:

1= [11)612 + 122)(7% + 133)6% -2 [12)(1)62 -2 [13X1X3 -2 [23)62)63 (A4)
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Esta expresidn es la de una superficie cuadrica centrada en 0, llamada elipsoide (para

un cuerpo rigido finito no puede existir ninguna orientacion 7 (zl') para la cual I'y; sea

nulo y rg finito).

También se denomina a esta superficie elipsoide de inercia relativo al punto 0 del
cuerpo rigido dado. La geometria del elipsoide define por completo las propiedades
inerciales del cuerpo respecto de 0, es decir que representa graficamente el tensor de
inercia en 0. En general, a cada punto del cuerpo ird asociado un elipsoide diferente.
En otras palabras, los ljjson constantes, pero a medida que r) va girando alrededor de 0
las coordenadas de R deben satisfacer la expresién (A.4) (Fig. A.2).

El elipsoide (de inercia en este caso) tiene tres ejes de simetria y siempre sera posible
orientar las direcciones coordenadas de manera que coincidan con dichos ejes (Fig.
A.3) obteniéndose la ecuacidn candnica. En Algebra Lineal, se demuestra que estos
ejes son los autovectores de la matriz, y sus elementos principales los autovalores.

Los momentos de inercia respecto a estos ejes reciben el nombre de momentos
principales de inercia /{;, 155, 43 y a los ejes se les llama ejes principales de inercia.
Para esta orientacion de los ejes se anulan los productos de inercia y la ecuacién
cuadrica (A.4) se convierte en:

1= [{'1)612 +x§ ]52 +I§’3x32 (AS)

a1
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donde a, b, ¢, representan los semiejes del mismo.

En la expresién (A.5) se tiene

S B T

+ + =1
1717 1715 1/1%

Luego, los semiejes del elipsoide de inercia estan dados por:

1 1 1
)1/2 i (Iﬁz)l/z ’ (

aj
153

” )1/2

Apéndice 1

Siendo nulos los momentos centrifugos para estas direcciones de los ejes, el tensor de

inercia toma la forma

) |f1f1 0 07|
(o) =L 15 0 J
Sim [:’5’3

y se dice que estd diagonalizado. De la definicion de a; y de la Fig. A.3. se observa que

el momento de inercia es maximo respecto al eje para el cual a es minimo.

En cuanto a la forma del elipsoide, si el cuerpo es por ejemplo una esfera o un cubo, el
elipsoide sera una esfera. A medida que el cuerpo se alarga o se acorta, también lo

hace el elipsoide, acompafiando la forma del cuerpo.

A modo de ejemplo, analicense las expresiones de los momentos de inercia para el
caso de un bloque rectangular de lados a, b, h, tomadas del apartado siguiente (A1.4):

K
Iy :%(52 +h?)

Lyy :%("2 +h2)

y [ZZ:%(aerbz)
Iy=l.=1,=0

Para un cubo, a=b =hy el elipsoide degenera en una esfera:
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En la figura siguiente se nota que si aumenta h, ls3 (I,;) permanece constante, pero I,
(Ixx) e 122 (l,y) aumentan, por lo que disminuyen los semiejes en x e y del elipsoide.
Graficamente:

Asimismo, al alejarse del baricentro el semieje disminuye (por Steiner), pues aumenta
el momento de inercia.

Al.4. Momentos y productos de inercia de cuerpos homogéneos

Esfera

xx:Iyy:IZZ 5

2
V=4/37*R3 I __mR2
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Hemisferio

I =1, =0259 mR?
V=2/3r*R3

)
]zz:gMR
y
Ixy:IXZ:IyZZO
X
Cilindro
A
_ _ 2 2
i L =1, 12m(3R +h”)
1
V= m*R3*] O Izzzsz2
ﬁ
“‘““x.__ h
Chl YLy =l =10
’X/v
Bloque rectangular
o m.2 2
L =73 (67 1)
_ﬂ 2 2
]yy_12 (a +h )
_ﬁ 2 2
y I =33 a7 +¥7)
Ixy:]xZ:IyZZO
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Placa rectangular delgada

’ L =120
1, —%az
1, —%(az +b2)
I, =1.,=1

Barra delgada

z

Disco circular delgado

z
"""Ly
Iy=1,=1,=0
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Anillo delgado
A7 |
2
I = yy—EmR
G 1., =mR?
T—
I
: Ixy:[xzzlyz_o
X
Cono
Z
- 3 _ _ - 2 2
V=15 7%R3 *h I =Ty =4 m(4R? +1?)
3 .2
[ZZZEmR
Iy, =1,=1,,=0

Semicilindro

| -

V=I127T*R>*h

I, = 00699 mR? + %hz
_ 2
I, = 0320 mR

I, =%m(3R2 +h?)
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APENDICE 2

PROBLEMA INTEGRADOR: Cinematica y cinética del cuerpo rigido.

El rotor del motor eléctrico de la figura estd compuesto de la armadura, el devanado y
un ventilador en el extremo opuesto del disco de espesor p = 10 cm, solidario al eje. La
distribucién de masas de dichos elementos hace que el centro de masas del conjunto
se encuentre ubicado en el punto B, como se muestra en la figura. El rotor compuesto
de ventilador, devanado y disco posee una masa total m = 2 Kg y su longitud es L = 30
cm entre extremos.

El motor hace girar al disco a velocidad angular de magnitud constante ws =30 rad/s.
Simultaneamente todo el conjunto gira solidariamente unido al eje vertical Z del
sistema coordenado movil {0, X, Y, Z} mediante el bastidor de soporte con velocidad
angular constante w; =8 rad/s.

20 em

En el sistema coordenado movil {B, x, y, z} el punto A de la periferia del disco posee
coordenada za=0,10 m.
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Calcular para 9=30°:

1)
2)

3)
4)
5)

6)
7)

8)
9)

Invariantes vectorial, escalar y tipo de movimiento.

La velocidad del punto A en la periferia del disco aplicando el método del
movimiento absoluto, tomando como centro de reduccién al punto O y al punto
B.

La aceleracién angular del disco.

La aceleracion del punto A aplicando el método del movimiento absoluto
tomando como centro de reduccién al punto B.

La velocidad del punto A, aplicando el método del movimiento relativo.

La aceleracién del punto A aplicando el método del movimiento relativo.

La energia cinética del conjunto rotor-disco de masa m = 2 kg cuyos momentos
de segundo orden con respecto a los ejes x, vy, z fijos a él, pueden aproximarse

como:

1 2 1 2
Izzzlxxzzmr +12 m L
1
Iyyzzmr

Ly =y =1y =0

La cantidad de movimiento del conjunto.
El momento cinético del conjunto respecto del punto B tomando como sistema
coordenado el {B, x, y z}, solidariamente unido al mismo.

10) Verificar el valor obtenido en el inciso anterior tomando como sistema

coordenado el {B, X, Y, Z} que gira con w, paralelo al que se observa en la figura
con origen en 0.

11) La expresion del momento de las fuerzas exteriores en “B”

12) Las reacciones estaticas en el punto de unién 0’ entre el bastidor y el eje Z.

13) Las reacciones dinamicas en el mismo punto

14) Las reacciones totales en el mismo punto

15) Recalcular la aceleracion angular cuando el motor, continuando en su

movimiento, gira ademas con velocidad angular constante w; = 10 1/s en torno
al eje x.

Resolucion

1) Invariantes vectorial, escalar y tipo de movimiento.

Utilizando el sistema coordenado {0, X, Y, Z} con rotacién @,, el invariante vectorial

(2.20) toma la forma
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@=15J +34K rad/s

Para 8 =30°, se tiene:
Tomando al punto B para el calculo del invariante escalar (2.21), sera: u = 173 @

V,=d, ~02(I+J)=16(-]+J) m/s

Es,
o =+15"+34* =3716 rad/s

=0,4J +091K

SHET

&=

Por lo tanto: nu=0,64 m/s

Con este valor del invariante escalar, surge que el movimiento es del tipo helicoidal
instantdneo, lo cual se corresponde con las dos rotaciones alabeadas que afectan al

disco.

2) Velocidad del punto A en la periferia del disco aplicando el método del movimiento
absoluto, tomando como centro de reduccién al punto O y al punto B.

Se resolvera utilizando el sistema coordenado {B, X, Y, Z}.
a) Tomando al punto B como centro de reduccidn, la forma impropia de la ley de

distribucion de velocidades (2.14), toma la forma:

V,=Vy+wonry,

@ =15J] +34K rad/s

y

Del apartado anterior, es:
V,=16(-I+J) m/s

ZA
A
K

7y, = 0,2(sen30J +cos30K) + 0,1(-cos30.J + sen30K) = 0,0134J +0,22K m
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Asi: DONF,, =2.861
y, resulta finalmente: I7A = 1,26f+1,6j m/s

b) Tomando ahora a 0 como centro de reduccion, sera:
V,=V,+onr,

Considerando a 0 como punto del cuerpo, su velocidad es:

V, =, ATy =(15J +2598K) A 0,2(~1 —J) =5,196] —5196J +3K
AT, =(15] +34K) A (0,21 +0,213J +0,22K) = —4,241 + 6,8J —3K
Y por lo tanto, I7A =1,261 +1,6J m/s
3) Aceleracion angular del disco

. do d
?/:—:

= (15J +34K)
dr di

Aplicando las ecuaciones de Poisson (2.18), se obtiene:

7 =15&, AJ =158K A J =—-120] rad/s’

4) Aceleracion del punto A aplicando el método del movimiento absoluto, tomando
como centro de reduccidn al punto B.
Segun (2.15), se tendra:
a,=dgz+ YNy +OND ATy,
Es: d, =@ A0, A02(1+J)=—128(1 +J) m/s*
y @ APy, = (34K +15J) A (0,0134J +0,22K) =2,845] m/s
luego @AM A 7y, = (34K +15J) A 2,845 =96,73J —42,67K m/s>

también,  7AF,, =—1201 A (0,0134J +0,22K) = -1,56K +26,4J m/s’

Por lo que, finalmente: 4, =—12,81A+110,61j—44,313 m/s’

5) Velocidad del punto A, aplicando el método del movimiento relativo.
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El marco de referencia relativo sera el bastidor de soporte. Luego, utilizando Ia

— —

expresion (2.26'), se tieneque ¥V =V_+V,

V., =@, Ny, =(15J +2598K) A (0,0134] +0,22K)=2,96] m/s

Vo =V, +d, ~Fy, =1,6(~1 +J)+8K A (0,0134] +0,22K)=—1,7041 +1,6J m/s

a

Resultando, I7A = 1,26f + 1,6j m/s

6) Aceleracion del punto A aplicando el método del movimiento relativo.

Segun la expresion (2.28')es: a=a,, +a,, +a,,,

Por lo tanto:

=Gy + 7 APy + @ AD, ATy, =—128(1 +J)+8K A 0,107(=1) =-12,8] —13,65]

a

arrd

2

G, =@ NDy NPy = (15 +2598K) A 2,961 =769J —44,4K  m/s

g =2o,AV , =2-8K A2,96] =4736J] m/s’

Resultando: a,=-1281 +110,61J —443K m/s

7) Energia cinética del conjunto rotante
Segun el enunciado, a los efectos de su distribucién masica en el espacio el conjunto
rotante puede aproximarse como un cilindro equivalente de longitud 0,30 m y

didmetro 0,20 m
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1o
=
o]

La expresion (4.8) permite calcular la energia cinética de un cuerpo rigido en

rototraslacion:
_ 1 2 1 2 = — -
e—EmVol +Elww01a) +mV, -ONF,

Adoptando al punto B como centro de reduccidn, la expresion anterior toma la forma

1 1
e=e +e, :EmVBz +51ww3a)2

Ya que es e3 =0 por cuanto 7, =7, =0
Siendo 173 = 1,6(—f + j) m/s, resulta Vg* = 5,12 (m/s)? y por lo tanto

e1=0,5x2x5,12=5,12J

Segun los datos, los momentos de inercia y centrifugos del conjunto rotante con

respecto a los ejes x, vy, z fijos a él, resultan:
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¥

ly =111 = 0,25 x 2 x 0,1% + 1/12 x 2 X 0,30* = 0,02 Kg m*

ly =12=0,5x2x0,1°=0,01 Kgm?®

l = |33 = l11 = 0,02 Kg m?

by =112=0;l,=13=0; I, =113=0

Por lo que el tensor de inercia (4.15) del conjunto, referido al sistema coordenado {B,

X, Y, 2} queda expresado como

002 0 0
I,=| 0 001 0
0 0 0,02

En esta base, el vector @ toma la forma:
@=8(cosé + sentk) +30] =36,93 + 4k
Por lo que el dngulo B entre el vector rotacion y el eje coordenado y, resulta:

4

=0,108 =6,18°
36,93 Y P

g =

Para el calculo del momento de inercia 7, del conjunto, se asignara a la direccion del

vector @ la notacién y”, por lo que serd I, =1,.,.. Utilizando la notacién indicial
B

(A.1), se tendra:

2 2 2
Ly =y I+ Cyy 1y +Couy Loy
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Donde:

€y =€0s90°=0
Cyny =€056,18°=10,994
€,y =€05276,18°=0,108

Y por lo tanto:
Ly =0,994%.0,01+0,108%.0,02=0,0101 Kg m°
Luego,
e, =0,5.0,0101.(36,96* +4%)=6,97 |
Resultando, finalmente:

e=e +e,=121

8) Cantidad de movimiento del conjunto

Segun la expresion (4.9) es: Q = mVG . Por lo tanto:

0=2Ke.1,6(~ 1 +J) L =-327 +32J Kgm/s
S

9) Momento cinético del conjunto respecto del punto B tomando como sistema

coordenado el {B, x, y z}.

Segun la expresién (4.16.b), es K =1(c)@ .

Por lo tanto:
~ 002 0 0 0 0
K,=Imd=| 0 001 0 |3693|=|0,37
0 0 0,02| 4 0,08
[

K,=0,37]+0,08k Kgm?/s

10) Verificaciéon del valor obtenido para K,en el inciso anterior tomando como

sistema coordenado el {B, X, Y, Z} que gira con wy, paralelo al que se observa en la

figura con origen en 0.
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Denotando X =1",Y =2y Z =3, los dngulos entre los ejes coordenados X, Y, Zy los x,

Yy, Z, son:

60°

30°

60° ¥.2:

ay1=02;092=902; a3 =902
a1 =909 , Oop = 609 , O3 = 15092

Q31 = 9092 , 03 = 330¢ , O3z = 602

Por lo que los momentos de segundo orden del conjunto respecto de los ejes X,Y,Z,
resultan:

I, =1, =0,02 Kg m’

Ly =y 1 +Cyy Ly + €y Iy =0,0025 +0,015=0,0175 Kg m”

Lyw =y 1y +Cyy Ly + €y Iy =0,0125 Kg m”

I, =1, =0 Kgm?

L,y =cyy ol +Cyncy1,, +Cpycnyly; =—0,00433 Kg m’

Por lo tanto:

B 0,02 0 0 0 0
K,=1pw=| 0 0,0175  —-0,00433 | 15|=|0,12
0 —0,00433 0,0125 |34 0,36
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o: K,=0]12J +0,36K Kgm?*/s

Verificacién:
J =cos60] — sen60k = 0,5 — 0,866k
K = sen60 ] + cos 60k = 0,866 ] + 0,5k

es:

reemplazando en la expresion para K :

K ,=0,12(0,5] — 0,866k) + 0,36(0,866 ] + 0,5k) = 0,37 ] + 0,08k Kg m?/s

como se queria demostrar.

11) Obtencidn de la expresion del momento de las fuerzas exteriores en “B”

Segun la expresion de Euler (4.23’), es

_ dK . .-
MFEB:{ dtb)} +o, NKy; +Vy, AQ
rel

Siendo constantes las componentes de K, con respecto a la terna movil, su derivada

resulta nula. También se anula el tercer sumando, por cuanto se trata del producto

vectorial de dos vectores colineales. Por lo tanto,
My =8K A (0,127 +0,36K)=-0,96] Nm

12) Calculo de las reacciones estaticas en el punto 0’de unidn entre el bastidor y el eje
Z

Utilizando las ecuaciones de la Estatica:
2F,, =
FE

> My =0

Sl
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De las primeras, se obtiene

0.1 0,2

R,—mg=0,dedonde R,=mg

De las segundas:

X) -mg0,2+M, =0

Y) mg.0,2+M0,y =0

Z) M, =0

Por lo tanto, las reacciones estaticas resultan:
R =mg=19,6 N

M, ,=mg0,2=3,92 Nm

M,, =-mg.0,2=-3,92 Nm

13) Célculo de las reacciones dinamicas en el punto de unién 0’ entre el bastidor y el

eje Z.

Segun la ecuacién de Newton (4.20°) es:

. do

F. = _Q
dt

E

} +QAQ
rel

En este caso las componentes de Q son constantes con respecto al marco mévil de
referenciay Q= ®,, por lo que:
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&, AQ=-256(I+J)N

yen consecuencia:

Rx=-25,6 N
Ry=-25,6 N
RZ =0

Estas reacciones en el plano del bastidor representan el esfuerzo que debe ejercer el
vinculo para soportar la fuerza centrifuga del conjunto generada por la rotacion @,.
Teniendo en cuenta ahora que las reacciones presentes en 0’ -vinculo de soporte entre
el bastidor y el eje Z- ejecutan momento respecto al punto B a través de la estructura,

se tiene:

Foo ARI=02R K —0,IR_J

Fyo AR, J==02R K +0,IR [

Fgor A R.K=0

donde: FBO.z—O,Zf —O,2j — 0,11% m, y por lo tanto, aplicando la ecuacién de Euler en

componentes:

Mgx—0,1 R, =-0,96 Nm
Mg, + 0,1 R, =0

Mg, -0,2 R+ 0,2R, =0
de donde resulta:

Mex=1,6 Nm; Mg, =-256 Nm; Mg, =0Nm

14) Obtencidn de las reacciones totales en el vinculo 0’

Sumando las reacciones estaticas y las dindmicas en las respectivas direcciones:

Ry =-25,6 N
Ry =-25,6 N
R,=19,6 N

Mox=3,92+1,6=5,52 Nm
Mgy =-3,92-2,56=-6,48 N m
My;=0 Nm
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Apéndice 2

15) Calculo de la aceleracion angular cuando el motor, continuando en su movimiento,
gira ademas con velocidad angular constante w, = 10 1/s en torno al eje x.
La velocidad angular sera ahora:
& =w,1 +w,(sen@) +cosOK)+w,K 6
& =w,1 + w,sen@] + (o, + o, cos O)K
Teniendo en cuenta que los médulos de las componentes de la velocidad angular son

constantes, que #=w,t y que los ejes coordenados adoptados giran con @,

haciendo uso de las férmulas de Poisson para las direcciones 1y J se tiene:
 do . . . .
% == @,0,J — 0,0,.senfK + 0,0,.cos J — o,w,.senbl
t

Reemplazando para los datos en la posicién del dibujo, resulta finalmente:

7 =-1201 +339,8J —150K rad/s”
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