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Resumen

En esta tesis se presenta una metodologia de analisis de cuatro tipos de losas alivianadas
en el alma: losas casetonadas, losas ahuecadas con nervios en dos direcciones, losas ahuecadas
en forma unidireccional, y losas ahuecadas con esferas. Estas se analizaron por el método cla-
sico de resolucion por series comparandolo con la solucioén de elementos finitos y el método

de losa maciza de altura equivalente.

Abstract

In this thesis, a methodology for the analysis of four types of voided slabs is presented:
waffle slabs, biaxial hollow slabs, unidirectional hollow slabs and bubble deck slabs. They
were analyzed using the classical method of resolution by series and comparing them with the

finite element solution and the equivalent height method.
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Capitulo 1:

Introduccion

1.1. Motivacion

La motivacion del presente trabajo comenz6 varios afios atras, en el afio 1991, cuando
cursaba la materia Técnicas Constructivas durante mi formacion de grado en la Universidad
Tecnologica Nacional - Facultad Regional Buenos Aires. Durante el dictado de su clase el Ing.
Carlos Pellaccini indicé que realizaba una tipologia de placa que estaba formada por una capa
inferior delgada de hormigén, en el centro un elemento liviano de poliestireno expandido y
terminaba con una capa superior también delgada de hormigdn, sin vigas bajo la losa. El ele-
mento era realizado en una sola operacion de llenado. Para mi era algo totalmente nuevo que
llamé poderosamente mi atencion. Durante muchos afos fue una incognita, pero eso me motivo
a averiguar como podia realizarse este tipo de elemento estructural dimensionandolo con un
fundamento cientifico. Encontré poca informacion en castellano y de lo poco que habia casi
todo era de empresas que proveian un sistema similar, pero que aportaban escasa informacion

técnica, la que se brindaba parcialmente al contratarla.

Esta es mi mayor motivacion: optimizar un sistema de calculo de losas alivianadas de facil
aplicacion, que cumpla con la normativa vigente y pueda ser adoptado por la comunidad pro-
fesional para poder verificar las distintas posibilidades y virtudes de este sistema que permite

cubrir grandes luces con un reducido peso propio.

Existen varios sistemas constructivos en el mercado de losas alivianadas, pero en general
es poco accesible la teoria que sustenta estos sistemas. Por otro lado, tenemos programas co-
merciales para el calculo de losas alivianadas, aunque estos estdn enfocados més en obtener

resultados y no siempre detallan adecuadamente la teoria en la que estan basados.

Por sobre todo me motiva poder transmitir a mis alumnos de grado la ensefianza de esta
tipologia, que me llevé mucho tiempo entender y luego adquirir la confianza necesaria para

utilizarla.
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1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis es desarrollar una metodologia para analizar

y verificar losas alivianadas con diferentes formas de seccion.

Compararemos distintas secciones, que son las mas utilizadas dentro de las formas de pla-
cas alivianadas, entre las que incluiremos las losas ahuecadas con casetones y esferas cuyo
analisis y verificacion mediante métodos simplificados no es muy conocido en la practica pro-

fesional.
1.3. Alcance

Se describira una metodologia simplificada para analizar losas alivianadas mediante hue-
cos de diferente forma (bloques, casetones, esferas, esferoides u otras). Este procedimiento esta
basado en la utilizacioén de inercias equivalentes y es de facil implementacion, incluso utili-
zando planillas de calculo. Ademas, permite una rapida comparacion de diferentes opciones,
pudiendo obtener la seccidn mas eficiente para soportar las cargas especificadas con el menor

peso propio y la mayor luz entre columnas.

1.3.1. Tipologias de losas ortotropas analizadas

Definimos como losa ortotropa a la losa ahuecada cuya rigidez geométrica es diferente en
las distintas direcciones, dependiendo de las formas de los elementos que alivianen el alma de

la placa.

Se analizaran cuatro tipologias de losas ortdtropas: 1) Placa casetonada, 2) Placa ahuecada
con nervios en las dos direcciones, 3) Placa ahuecada en una sola direccion y 4) Placa ahuecada

con esferas.
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1.3.1.1 Placa casetonada

Este tipo de placa fue de los primeros sistemas de losas alivianadas que se comenzaron a
implementar. De aqui partieron mis investigaciones, adaptando y utilizando los programas que
resuelven la tipologia. Se comprobara la utilizacién del mismo en forma analitica y por ele-

mentos finitos.

Figura 1: Placa casetonada

1.3.1.2 Placa ahuecada con nervios en dos direcciones

Este tipo de placa fue la base real de los trabajos realizados, ya que esta seccion tiene la
ventaja de aprovechar la placa completa como si fuera una losa maciza, contribuyendo el borde
inferior y superior a la formacioén de una seccidn transversal cerrada con una mayor rigidez a

la torsion.

Figura 2: Placa ahuecada con nervios en dos direcciones
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1.3.1.3 Placa ahuecada unidireccional

Esta tipologia de placa es muy utilizada en la ejecucion de tableros de puentes, ya que se
logra un aligeramiento de la seccion y es de facil técnica ejecutiva. La mayor inercia de la

seccion se encuentra en la direccion de los apoyos de la losa.

Figura 3: Placa ahuecada con cilindros

1.3.1.4 Placa ahuecada con esferas

Tipologia de placa utilizada por la practicidad del llenado de la misma como si fuera una
losa maciza, ya que la forma redondeada de sus ahuecamientos permite que el hormigén pueda

verterse en una sola operacion (la forma de la casetonada en doble T, también lo permite).

Hay varias empresas que lo realizan en el mundo y aqui en Argentina, pero las teorias de

aplicacion no son divulgadas.

Un método que pueda transmitirse en las facultades y pares termin6 siendo uno de los
principales objetivos de esta tesis, hallando una solucidn por series sin utilizar tablas y en ele-

mentos finitos sin ser parte de una patente restringida por sus proveedores.

Figura 4: Losas ahuecadas con esferas
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1.3.2. Metodologias de analisis
Se utilizan dos metodologias de analisis:

e Mé¢étodo 1: Andlisis por rigideces ortotropas equivalentes

e Método 2: Andlisis por losa maciza de altura equivalente

En el primer caso, se consideran rigideces equivalentes en cada direccion asumiendo la
losa como maciza ortotropa y para su andlisis deben emplearse métodos que consideren la or-

totropia, esto es, propiedades diferentes en cada direccion.

En el segundo caso, utilizaremos el concepto de losa maciza de altura equivalente que
considera a la losa como maciza isotrdpica. Este ultimo caso, si bien estd limitado a tener pro-
piedades de ahuecamientos iguales en ambas direcciones, permite la utilizacién de cualquier

método convencional de célculo incluso las tradicionales tablas de placas.

Para la resolucion de las ecuaciones diferenciales emplearemos soluciones por series do-
bles de Fourier y elementos finitos. Para las comparaciones consideraremos una losa cuadrada

con condiciones de borde apropiadas para la solucion por series.

Debemos destacar que en el caso de elementos finitos no tenemos las restricciones de la
solucion por series, por lo cual la metodologia presentada puede aplicarse a losas de forma

cualquiera y con cualquier tipo de condicién de contorno.

Se compararan todos los resultados obtenidos a través de las metodologias mencionadas,

evaluando las diferencias en esfuerzos y deformaciones.
1.4. Organizacion de la tesis

Este trabajo esta dividido en seis capitulos donde se recorre por los antecedentes, los calcu-
los por el método de series dobles y el método de elementos finitos, asi como la aplicacion del

concepto de losa maciza de inercia equivalente.

En el segundo capitulo de este trabajo se describen los antecedentes historicos y el estado
del arte actual de los entrepisos sin vigas. A su vez, se describe como fue su evolucion en

América del Norte y en Europa desde sus inicios, como también en nuestro pais. Para finalizar
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este capitulo se realiza una descripcion de los métodos de calculo que existen para la resolucion

de placas.

En el tercer capitulo se hace referencia a la metodologia de calculo existente para abordar
el tema en la aplicacion de las losas planas macizas desde el punto de vista clasico, desarro-
llandolo en forma matricial para simplificar la comprension del tema. El método para llegar a
la solucion se basa en la ecuacion de Lagrange, que es el verdadero secreto de este analisis. La
compresion de estos conceptos es de suma importancia, a fin de llegar a la solucién tanto del

punto de vista analitico como aproximado.

El cuarto capitulo describe el desarrollo de la losa ortdtropa, con el fin de alivianar las
secciones aumentando su inercia y disminuyendo su peso. El objetivo es analizar conceptual-
mente la seccion para luego aplicar esos conceptos en las verificaciones. En este capitulo se

introduce el concepto de losa maciza de inercia equivalente en forma tedrica.

El quinto capitulo es la parte central del trabajo. A partir de los datos de los capitulos
anteriores, se estudian las cuatro secciones anteriormente enunciadas:
e Placa casetonada,
e Placa ahuecada con nervios en dos direcciones,
e Placa ahuecada unidireccional,

e Placa ahuecada con esferas.

Estas secciones se verifican procediendo con el siguiente orden:

Calculo analitico, tomando la seccion real mediante la solucion de Navier con se-

ries dobles.

e Calculo por intermedio de elementos finitos utilizando la seccion real con el soft-

ware Robot Structural Analisys, y comparacion de resultados.

e (Célculo de la seccion de inercia equivalente utilizando el calculo analitico con se-

ries dobles.
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e (Célculo por intermedio de elementos finitos utilizando la seccion de inercia equi-

valente mediante el software, y comparacion resultados.

Finalmente, en el sexto capitulo se redactan las conclusiones y se establecen las futuras

lineas de investigacion que se pueden seguir abordando
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Capitulo 2:

Evolucion Historica de las Losas Alivianadas

2.1. Introduccion

Al iniciar estos trabajos y mientras realizaba la busqueda bibliogréfica sobre la descripcion
de los métodos de célculo y avances de los entrepisos sin vigas, despertd mi interés saber sobre
la historia de la aplicacion de los sistemas que estaba por resolver. Entre los varios libros ana-
lizados para ahondar en los origenes de los entrepisos sin vigas con losas macizas y alivianadas
resalto la obra Los forjados reticulares: diserio, andlisis, construccion y patologia del Doctor

(11 de 1a cual he extraido una gran cantidad

Ingeniero en Caminos Florentino Regalado Tesoro
de informacion, incluyendo las referencias por €l citadas. Ademas, he agregado material sobre
lo desarrollado en la Argentina para poder interpretar mejor la evolucion de estos temas en

nuestro pais.

Tras bucear por la bibliografia se ha encontrado que los entrepisos sin vigas formados,
primero por losas macizas y luego por casetonados o alivianadas mediante la incorporacion de
formas dentro de su masa, han llegado a ser el tltimo eslabon de la cadena evolutiva dentro de
las tipologias de la edificacion, incorporando en este ultimo tiempo la técnica del postesado

dentro de las losas.

Siempre a través de los afios el sistema constructivo fue ideado para resolver la necesidad
de cubrir grandes luces libres. Al inicio se utilizaban procedimientos empiricos basados en
prueba y error, luego si el sistema era satisfactorio se buscaban reglas, normas y el cuerpo
tedrico mas o menos elaborado que se ajuste mejor, junto con las experimentaciones y corri-

giéndose y perfeccionandose con el tiempo.

En la investigacion del tema se ha visto que se encuentra mas bibliografia en la zona eu-
ropea que la americana (mas en la primera época dado el avance del acero mas difundido en
América del norte) aunque en la mayoria de los casos se haya avanzado tal vez mas en América

del Norte, pero se dispone de menor bibliografia.
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2.2. Evolucion de los entrepisos sin vigas !/

La aparicion de los entrepisos sin vigas y su historia se podria remontar con la invencioén
y el desarrollo del hormigén armado, desde que J. Monier (1867) y L. Lambot (1849) lo em-
pezaran a usar con las primeras patentes sobre el mismo, el primero con sus célebres jardineras
y el segundo con sus barcas, construidas con un sistema que fue bautizado como “ferroce-

mento” (mallas muy finas de acero cubiertas por espesores muy delgados de hormigon)

Hasta que Issac Charles Johnson (1811-1911) no puso a punto el sistema de hornos refrac-
tarios en 1845, capaces de producir de forma barata grandes cantidades del célebre cemento
“portland” (inventado y patentado por Joseph Aspdin en (1824), digamos que no existian las

bases para el hormigén armado para hacer y calcular.

Pasada la primera etapa en la que el cemento formaba parte como material basico del hor-
migon en masa, etapa que fue capitalizada por el francés Francois Coignet (1814-1888) con su
libro Betons Aglomeres Appliques A Lart De Construire, se abrid una segunda etapa, la del

hormigdn armado tal y como la conocemos en la actualidad.

De la mano de técnicos-empresarios o empresarios-técnicos como prefiera considerarse,
el hormigén armado comenzd a imponerse rompiendo todas las barreras que sus detractores

ponian al mismo.

De entre todos estos hombres, tal vez por ser algo mas decididos y osados empresarial-
mente que los demds, merece la pena destacar algunos en concreto. Tendremos que mencionar
aquellos hombres que vieron el futuro con mayor claridad, aquéllos que adivinaron que el hor-
migon trabajando en intima simbiosis con las barras de acero que podian introducirse en su
interior abria una nueva etapa absolutamente historica e increible. Amplidndose hasta limites

insospechados la capacidad de dar respuesta a los anhelos constructivos del hombre.

Con este nuevo material y técnicas apropiadas empez6 el origen de los entrepisos sin vigas
(tal vez mas con coraje que técnica no olvidemos que en competencia con el acero el hormigén

tenia una desventaja especial propia su peso propio)
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Es obligado citar en primer lugar a Francois Hennebique (1824-1921) constructor belga
afincado en paris, que en 1892 irrumpe con sus patentes en el mercado fundando una empresa

que construye y exporta sistemas por toda Europa con un éxito sin precedentes.

Luego de este empiezan a aparecer en forma inevitable en el mercado competidores que

van tomando nuevas técnicas.

En 1906 el gobierno francés emite las primeras normas de aplicacion puesta en obra y

calculo de hormigon armado.

En Espafia el ingeniero en caminos E. Ribera el primero en introducir en Espafia los siste-
mas de Hennibeque, junto con el ingeniero Zaftra, el uso del hormigén armado en todo tipo de

obras con sus propios sistemas.

En 1893 Gustavo Adolfo Wayss (1815-1917) se asocia con el constructor C. Freytag y
partiendo de las patentes de Monier fundan una empresa la “Wayss Und Freytag” con sede en
Frankfurt, dedicada a la construccion del Hormigéon Armado. Su principal ingeniero fue Emil
Morsch (1872-1950) quien llego a escribir una autentica Biblia sobre el hormigén armado en

6 tomos “Teoria y practica del hormigon armado”
y

La escuela alemana impulso notablemente los estudios tedricos y empiricos sobre las losas,
resolvian con formas complejas y de manera menos competitiva que la escuela francesa de

Hennebique.

2.2.1. El hormigén armado en América del Norte 1!l

Bajo la influencia inicial de los emigrantes europeos y después con todo su poderio indus-
trial, Los Estados Unidos lideraron empiricamente y teéricamente el desarrollo de los entrepi-
sos de hormigon armado en todas sus variantes, tanto a nivel empirico como teorico, hasta el
punto de que el codigo ACI-318 (American Concrete Institute naci6 en 1904 y el primer co6digo
salio en 1910) paso a ser la referencia obligada en el disefo, calculo y construccion de los

entrepisos de losas con y sin vigas.
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Ernest Leslie Rasome (1852-1917) que emigré de Inglaterra a California alrededor de
1870, descubrio las ventajas y utilidad que podia tener el Hormigon armado en zonas sismicas

y llego a convertirse en el ingeniero mas importante de América en el uso de este.

Entre 1871y 1876 se construye por E. Ward Y Robert Hook el primer edificio enteramente
de hormigoén armado en Nueva York, una aplicacion entonces todavia insolita del nuevo mate-

rial, buscando expresamente por primera vez obtener una obra resistente al fuego

El monolitismo y la resistencia al fuego fueron dos exigencias propias de la construccion

americana que propiciaron la extension del hormigén armado de forma masiva en ese pais.

Los inicios de las investigaciones cientificas sobre el hormigoén armado parecen que estu-
vieron a cargo del americano Thaddeus Hyatt, quien estudio en Inglaterra la compatibilidad de
los dos componentes, acero y hormigoén, publicando resultados en 1877 y pasando a ser los

mismos el punto de partida de la compresion cientifica del nuevo material.

No obstante, todos los célculos iniciales relativos al hormigén armado giraban en la 6rbita

de la Teoria de la Elasticidad (Hooke, Navier, etc.).

Gracias a los métodos de Célculo desarrollados por Mdrsch y Koenen surgen en 1903 en

Alemania y Suiza las primeras normas.

En Francia por las investigaciones de Coignet y Hennebique salen recién las primeras nor-

mas en 1906, en Inglaterra salen en 1907 y como ya se nombr6 en 1910 en EE. UU.

2.2.2. El hormigon armado en Argentina

Este tema fue intercalado para observar y comparar al mismo tiempo de lo que pasaba en
el mundo y que sucedia en forma conjunta en nuestro pais. Esto fue recabado de los libros
Historia de la Ingenieria Argentina, publicado por el Centro Argentino de Ingenieros B y del
Diccionario de Arquitectura en la Argentina de Leimur y Aliata [*!1, de donde estan referidas

fechas y citas.

En Argentina como primera obra importante de hormigén armado o cemento armado como
se la llamo se remonta a 1902 como estructura del teatro Casino que se considera la primera de

importancia.
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Las aplicaciones mas importantes se aplicaban en este pais en las fundaciones Ing. Do-
mingo Jorge Juan Selva experimentando con plateas de fundacion de los molinos Elevadora y

harineros de la compafia Molinera del Rio de la Plata.

En el afio 1904 el Ing. J. Selva junto con el Ing. Ludovico Ivanissevich propusieron un
sistema de barras diagonales y armadura compenetrada solidariamente para resistir temblores,

lo que les vali6 un premio de la Sociedad cientifica.

Hacia 1915, las torres que coronan edificios de rentas y oficinas en el centro de la ciudad
de Buenos Aires comienzan a construirse en el nuevo sistema en Alsina y Entre Rios la primera
aplicacion de Vigas Vieren de el de H°A° la modernista torre de la Confiteria del Molino en

1916 dirigida por el Ing. C Laucher.

Desde principio de siglo en nuestro pais existian laboratorios de experimentacion de ma-
teriales en Buenos aires y la Plata, los principios del calculo hiperestatico fueron publicados en

castellano en 1915.

En cuanto a las normas en nuestro pais OSN en 1914 tenian solo pliego de condiciones
generales donde se solicitaban algunos requerimientos. Las normas y algunos reglamentos
avanzados como el de Joint Committee on Statistcs Specifications for Concrete and Reinforced

Concrete y las normas alemanas se conocian en castellano antes de 1920.

No olvidemos la influencia de la inmigracidon en nuestro pais que siempre fue de origen
latina mas que anglosajona sin contar lo que sucedi6 en la mitad del siglo XX después de la 2°

guerra mundial.

El verdadero impulso se dio a partir de 1930 donde OSN cambia los pliegos y en 1935 se
publicd el primer texto completo sobre hormigdn armado y a partir de 1940 impulsado por la

creacion del Instituto del Cemento Portland Argentino.

Tal vez entre los afios 1920 al 1945 se construyeron obras de ingenieria a la altura del
mundo, de la mano del Ing. José Luis Delpini (Mercado de Abasto, Estadio del Club Atlético

Boca Juniors), El edificio Kavanagh construido en 1935 dirigido por el ing. Schwartz.
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Otra obra, también de aquella época, que llamo mi atencion debido al uso de losas hongo
son las cocheras subterraneas debajo de la Av. 9 de Julio de la ciudad de Buenos Aires que las
primeras fueron del afio 1937 realizadas por el Ing. Julio R Castineiras (figura 5). Ya en el afo
1935 el Ing. Julio Castineiras habia redactado una de las primeras publicaciones de entrepisos

sin vigas.

Figura 5: Las primeras playas subterrdneas en la ciudad de Buenos Aires bajo las calles Lavalle y
Sarmiento en el afio 1937
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2.2.3. Historia y disefio de entrepisos sin vigas /11l

Las teorias del dimensionamiento del hormigoén en rotura vendrian mucho mas tarde, aun-
que la determinacion de los esfuerzos (momentos) basados en la plastificacion de secciones y
lineas de rotura, se fueron desarrollando a medida que se construian los edificios con losas de

hormigén armado, Especialmente en Rusia.

En 1937 Shtaerman e Ivianski citan “Nosotros, en la URSS, fuimos los primeros en aban-
donar la vieja, asi llamada “Teoria clasica del calculo de hormigdén armado” y pasaron al
calculo de las estructuras a la rotura, como también desarrollaron atin mas el método avanzado
del calculo de las estructuras a carga maxima. En relacion con esto es de sefialar, que las nor-
mas, dan una clara indicacion de que es admisible y lo deseable en cuanto a la redistribucion

de los momentos entre las secciones del tramo y de los apoyos.”

Estos Autores comentan que el primer entrepiso sin vigas pertenece a lo realizado en Ru-
sia. Ya que el afio 1908 el Ing. A F. Loleyt Célculo, proyecto y realizo un edificio de cuatro
pisos en el cual los pisos se construyeron como entrepisos sin vigas con un sistema de armadu-
ras en dos direcciones, mientras que en Suiza la primera construccion de un entrepiso sin vigas

se realizé en 1910.

La primera losa plana se construy6 en 1906 en Minneapolis Minnesota, por C.A.P. Turner
como se trataba de una construccion totalmente nueva y, por otra parte, no se disponia de nin-
gun método aceptable de andlisis, Turner tuvo que aceptar el riesgo de la construccioén y some-
terlo a pruebas de carga antes que la propiedad se aceptara (fig. 6). La losa funciono correcta-
mente durante la prueba de carga, pero aun después, era obligado realizar pruebas de carga en
la mayoria de las obras construidas por losas de hormigon, para que la nueva tipologia estruc-
tural comenzase a introducirse en el mercado rompiendo y anulando las logicas reticencias y

reservas que despertaban los nuevos sistemas en el mundo de la construccion.
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Figura 6: Pruebas de cargas de entrepisos sin vigas en América
La construccion con losas sin vigas tuvo una enorme aceptacion en Estados Unidos, al
extremo que en 1909 Turner declara en un articulo de la Engineering News haber estado aso-
ciado en la construccion de mas de 1.600.000 m? de losas sin vigas. Un afio después en la
Cement Age estima que el drea construida esta cerca de los 4.000.000 m2. Desgraciadamente,

pocos anos después se desatd una guerra de patentes de la cual fue victima el propio Turner.

En Europa se registrd una historia parecida, aunque ligeramente mas tardia. En 1908 el
gran Ingeniero Robert Maillart ensayd las primeras losas sin vigas (Figura 7), ademas fue el
primero en utilizar la tipologia de columnas con capiteles tipo hongo (losas fungiformes), en
1909 obtuvo la patente en Suiza y en 1910 construy¢ el edificio de Giesshiibel en Zurich. A
partir de ese momento se suceden una larga serie de construcciones que incluyen paises como
Francia, Espafia, los Estados Balticos y Rusia y culminan en la fabrica de ropa Gugelmann en
Langenthal en 1939 En Alemania la construccion con losas sin vigas se demoro hasta la década

del 20 porque no estaban previstas en las reglamentaciones existentes.

Figura 7: Ensayo de carga en Alemania
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Es interesante observar las caracteristicas geométricas de sus construcciones. Las colum-
nas estaban espaciadas regularmente con luces de 4.5 a 8.0 m, eran de didmetro importante
(unos 60 cm) y culminaban en un capitel que ademas de su funcion decorativa disminuia las
tensiones de punzonado. El espesor de las losas en todos los casos registrados es superior al 30
y a 19 cm. Es de hacer notar que estos disefios cumplen con las normas y recomendaciones
modernas. La disposicion de las armaduras en 4 direcciones puede parecer un tanto extrafia a

los ojos actuales, pero sin duda resultd eficiente.

Un estudio efectuado en 1910 comparaba las cantidades de acero requeridas para una losa
dada y unas cargas fijadas, y dependiendo de quienes abordaran su construccion las cantidades
diferian entre si de 1 a 4. El armado de las losas respondia en general a tres esquemas basicos,

como lo indican en la figura 8 a continuacion.

De los tres sistemas el primero (fig. 8 a) se fue imponiendo en los entrepisos sin vigas:
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Figura 8: Diferentes disposiciones de armaduras
Para el segundo sistema (fig. 8 b), queda la posibilidad de reforzar determinadas secciones
con armaduras oblicuas, cuando la placa presenta alguna singularidad en su disefio, tales como
huecos de instalaciones, etc., que obligan fisicamente a disponer de armaduras lejos de la orto-
gonalidad constructiva deseable, penalizandose por ello los brazos mecanicos resistentes al

aumentarse los planos de armado inevitablemente.

Para el tercer sistema de armado anular (fig. 8 c), si bien conceptualmente tiene la justifi-
cacion de intentar seguir las lineas de esfuerzo de las placas, se comprende facilmente que las

dificultades constructivas que lleva consigo semejante sistema y las pérdidas de los brazos
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mecanicos que se originan en los cantos reducidos de las losas, cuando los planos de armados

son mas de dos.

En la actualidad las placas de losas macizas se arman con mallas continuas en sus dos caras
y se refuerzan con barras de refuerzo para absorber los picos de esfuerzos locales que se pre-

sentan en apoyos y tramos.

Sin embargo, esta tipologia sigue en el comun de la gente como un sistema dificil (aunque
cada vez es mas comun, pero pasa en la actualidad la reticencia de algunos a emplearla, espe-

cialmente por el desconocimiento)

Disposiciones que recomendaba Morsch en 1940 y planos de disposicion de armaduras:

Planta

Figura 9: Recomendaciones de armado segiin Morsch
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Figura 12: Recomendaciones de armado segiin Mérsch
Desde los métodos de calculo establecidos por Kdenen en 1886 para las losas de Monier,
que suponian la linea neutra en el centro de la losa y admitian para la flexion un brazo de
palanca entre la traccion y la compresion de tres cuartos de la altura, hasta la aparicion del
momento Tope de Domingo E. Torroja y el andlisis actual basado en el diagrama de Pardbola-
rectangulo y las teorias de 2° orden, se han escrito y se seguiran escribiendo infinidad de teorias

y formulaciones que se investigaran y se justificaran.
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Figura 13: Diagrama Pardbola-Rectdngulo
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Pero se debe agregar el aporte que nos ha dejado es Stephen Timoshenko (22 de diciembre
de 1878 - 29 de mayo de 1972), fue un Ingeniero ucraniano-estadounidense que es considerado
el padre de la Ingenieria Mecanica moderna. Realizo el trabajo inicial en areas de la Ingenieria

Mecénica, teoria de la elasticidad y resistencia de materiales.

Los aportes de Alemania al conocimiento del hormigdn y el comportamiento de las losas,
basadas en ensayos masivos y estudios realizados con gran rigor, fue considerable y merece
especial mencion el reglamento de 1932, donde ya quedaba definido con gran precision el ana-
lisis de los entrepisos por el método de los porticos virtuales o de sustitucion, basado en los
estudios e investigaciones tedricas de Marcus publicadas en Berlin en 1924. Eran métodos

aproximados pero que se adoptaron en todo el mundo y por la mayoria de los reglamentos.

En EE.UU., mucho antes, Nichols publica en 1914 una monografia de 12 paginas, donde,
basandose en la estatica, estableces el momento total que entre momentos negativos y momen-

tos positivos debia tenerse en el dimensionamiento de la losa.

Lo que Nichols propone ,sin llegar a definir el reparto del momento total entre positivos y

negativos , es que se cubra el momento isostaticos de una viga biapoyada; en definitiva que se
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2

p-l

cubra el 8  entre la semisuma de los momentos negativos y el momento del tramo, redu-

ciendo ligeramente dicho valor por la presencia de los capiteles que logicamente, hacen dismi-
nuir los esfuerzos de flexion en la placa debido al tamafio ensanchado de apoyos que propor-

cionan a la misma los capiteles sobre las columnas, acortando las luces entre ejes.

M,=0.125-W.L{1-2C)
" 31)

W=p.B.L enKN

Figura 14: Diagrama de momentos entre columnas

C
A\

Figura 15: Capitel de columna



Capitulo 2: Evolucion Historica de las Losas Alivianadas 23

. *j:k P8 kn/mi 4;,_
A LLLLLELE L LD T

Figura 16: Distribucion de momentos segiin Nichols
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Figura 17: Ubicacion de la Re segiin el método propuesto por Nichols en 1914

MI+MD 2 |

A"I()=7+A"'IV=0.125‘P‘b'L' '|1—2C\
' 2 | 3

i (2-2)

L)

La propuesta de Nichols fue el primer tratamiento racional de las placas frente a lo que

estaba hasta entonces habia sido un procedimiento de disefio totalmente empirico.
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La formula de Nichols y los estudios de Westergaard y Slater en 1921, distribuyendo el
momento Mo a valores de momentos positivos y negativos, y el reparto de estos a lo largo de
las secciones de las vigas virtuales en las que se divida la placa, constituyeron las bases del
disefio de las losas planas en muchas ediciones del c6digo ACI, cambiandose en el factor 0,125
(1/8) por el valor 0,09 (1/11) es lo que resulta dificil comprender y parece ser que dejo perplejos
a los ingenieros americanos durante mas de medio siglo, hasta que fue cambiado nuevamente

en la version del ACI-318 (1977).

Tanto en la version de 1977 como la actual, el codigo ACI ha adoptado una expresion mas
parecida a la de Nichols, aunque ya la formula ya no responde como la que puede deducirse

estrictamente por condiciones de equilibrio.

La nueva expresion propuesta por la norma ACI-318

M,=0.125-p-B-L,° 2:3)

Donde: p es la carga expresada en kN/m”2, B es el ancho total de la viga virtual y Ln es la

luz libre entre apoyos

Si a la formula propuesta por la ACI la expresamos de la forma tradicional seguida por los

americanos, se convierte en

2

A

M,=0.125-W.L .{1 — i\, (2-4)
\ L)

Donde: ¢ es ancho del pilar, capitel o ménsula medido en la direccion del vano considerado

y W=p*B*L

Nada puede justificar la reduccion del factor 0,125 de Nichols en contra de la seguridad

en las primeras versiones del ACI.



Capitulo 2: Evolucion Historica de las Losas Alivianadas 25

El trabajo de Nichols centrando el problema levanto alguna que otra duda, poniendo de
manifiesto intereses comerciales y la inseguridad de algunos disefios construidos en base a unos
ensayos y pruebas de carga que parecian indicar un criterio excesivamente conservador del
mencionado factor 0,125. No obstante, dichos ensayos se interpretaban de forma incorrecta,
porque al medir las deformaciones de la armadura, despreciando totalmente el efecto colabo-
rador del hormigon, se obtenia la conclusion errénea de que las bajas deformaciones implica-
ban la existencia de bajos momentos de flexion, olvidandose que en situacion de servicio el
hormigoén colabora ampliamente con el acero frente a los pequeios esfuerzos que solicitan las

piezas.

Ademas, los ensayos de carga por lo general se realizaban en un solo vano y panel por no
percibir que solamente cargando la totalidad de los vanos pueden movilizarse planamente los
momentos maximos de flexion negativa, con valores muchos mas altos que los de flexion po-

sitiva.

El cédigo ACI-318 (1977) como ya se ha dicho dio la razén a Nichols restituyendo el
coeficiente 0,125, mucho més l6gico y razonable, abandonandose definitivamente el valor 0,09

por inseguro.

Que pasaba en Tanto en la Union Soviética, impulsados por la necesidad de un vasto plan
de construcciones masivas con entrepisos sin vigas, se realizaron estudios y ensayos a escala
real y se puso a punto el reglamento TSNIPS-1933/1940, tratando de minimizar al maximo los

costes de construccion.

Resumiendo, los rusos adoptaron la formula de Nichols y distribuyeron los momentos em-
piricamente en base a los ensayos que realizaron rompiendo estructuras a escala real, justifi-
candose ese falso patriotismo de Iviansky y Shataerman expuesto anteriormente sobre que ellos
fueron los primeros en desarrollar métodos de célculo en rotura, también llamados en analisis
limite 121,

Lo que parece objetivamente probado y resulta de mérito indiscutible de los técnicos rusos,

es el haber logrado simplificar y acelerar los procesos.
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El hormigén armado, por su propia naturaleza de piedra liquida que pasa a s6lida, permitid
pasar rapidamente de las tradicionales viguetas de madera y metal trabajando unidireccional-
mente entre muros de cargas y vigas, a una losa con capacidad de poder repartir las cargas

multidireccionales, aunque se encontrasen simplemente apoyadas en sus contornos.

Cuando comenzaron a desapareces los muros de carga tradicionales reemplazdndose por
soportes metalicos y después por soportes de hormigdn armado, las losas macizas, que inicial-
mente se apoyaban simplemente sobre las vigas, pasaron rapidamente a empotrarse en las mis-
mas, obteniéndose mayores luces libres entre el suelo y techos y un considerable aumento de

la capacidad resistente del conjunto frente a las acciones gravitatorias y horizontales.

El deseo de afinar secciones y reducir minimos estrictos la geometria estructural de una
construccion, ha sido y es una constante, frecuentemente enfermiza, que ha impulsado la tec-
nologia constructiva a lo largo y ancho de su historia m por la fuerte componente econdmica
que encierra, al margen de los profundos deseos de conocimientos y superacion que lleva im-

plicito en su ser el hombre.

Las losas sin vigas adquieren un impulso extraordinario con la aparicion del pretensado y
en particular con el pretensado con cordones no adherentes. Estos Gltimos fueron inventados
en Estados Unidos en la década del 50 para resolver ciertos problemas de las losas izadas o /ift

slabs.

El pequeno diametro de los cables, el bajo costo, la simplicidad y robustez de los anclajes
resultaron ideales para su aplicacion en losas sin vigas. La trayectoria vertical de los cables
produce cargas verticales que tienden a equilibrar las cargas gravitatorias y el esfuerzo de ten-
sado de los cables somete a la losa a un estado de compresion. Esto produce efectos altamente
positivos en el comportamiento de las losas: Se reducen los momentos de disefio, el punzonado
deja de ser un problema, se controlan las flechas —incluyendo las diferidas- y bajo cargas per-

manentes, una parte considerable de la losa trabaja en estado de compresion.

Todo esto permite un aumento importante de las luces entre columnas la esbeltez maxima

pasa a ser L/50 y permite eliminar totalmente los capiteles.
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Las losas sin vigas pretensadas con cordones no adherentes se popularizaron rapidamente

en Estados Unidos en la década del 60.

El desarrollo en Europa se produce a partir de la década del 70. Es interesante destacar el
aporte de los ingenieros suizos (Stam-Kégi 1973) en lo que se refiere a la distribucion de los

cables en franjas sobre las columnas y su aplicacion a losas geométricamente irregulares.
2.3. Evolucion de las losas casetonadas

Una variante del entrepiso sin vigas son las losas casetonadas. Es una tipologia similar a

un emparrillado de vigas con losas.

Figura 18: Entrepisos sin vigas con losas casetonadas

Este conjunto estructural descrito, tal vez sea el mejor sistema estructural que pueda ser

utilizado para un edificio, especialmente si se ve solicitado por fuerzas horizontales.

Este sistema puede ser con caseton a la vista o con casetones perdidos que también pueden

quedar a la vista o cubiertos.
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Figura 20: Losa casetonada con un alivianamiento perdido

Actualmente, quizas por sus magnificas cualidades resistentes, las losas casetonadas fue-
ron sustituyendo al formato clasico de vigas y losas y gracias a la presencia en el mercado de
los hormigones de alta resistencia (F’'ck > 50 MPa) haya podido ser retomado con nuevos im-
pulsos en la construccion de los modernos rascacielos de hormigén armado en los EE. UU. y

en todo el mundo.

En los inicios del hormigon armado, las vigas se construian acarteladas sobre las columnas
concentrandose de esta forma sobre los apoyos (fig. 21), por su mayor rigidez, un porcentaje

muy elevado del momento total de la viga del momento.
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Figura 21: Losas con vigas con cartelas

Corresponde a los rusos el mérito, si asi puede ser considerado, de suprimir las cartelas de

las vigas simplificando el proceso constructivo de los encofrados.

Al suprimirse las cartelas de las vigas los momentos flectores de flexion positiva aumentan
y logicamente las deformaciones también, pero el costo econdmico de las vigas disminuye

sensiblemente.

El siguiente paso dado, en aras de simplificar los procesos constructivos fue suprimir las
vigas de las losas. Y dejar sobre los apoyos agrandados de formas diversas recibe los nombres

de capiteles.

Figura 22: Capiteles con bordes curvos
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Figura 23: Doble capitel

Figura 24: Capitel con regrueso de losa

Los capiteles fueron evolucionando y lo mas sencillo seria directamente tener un sector de

losa llena por la simpleza de su ejecucion.
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Figura 26: Abaco para evitar punzonado de columna

2.4. Losas ahuecadas con nervios en las dos direcciones

Una evolucion natural de este esquema fue que, al disponer de casetones perdidos, pero
elevandolos y quedando en medio de la losa, convirtio al casetonado en una losa ahuecada, que
puede aprovechar las virtudes de una losa maciza ya que el borde inferior pasa a tener las

propiedades de una losa.
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Figura 28: Losa con abaco y alivianamiento cubierto

La losa casetonada que actualmente empleamos con bloques livianos perdidos (Figura 30
y 31) o recuperables (Figura 29) nacieron de manera natural de la losa maciza, buscando su
aligeramiento y dejandola reducida al minimo de nervios necesarios para resistir su propio peso

y las cargas de servicio.
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Figura 29: Casetones recuperables para losas a la vista

Figura 30: Casetones perdidos

Actualmente estoy usando esta tipologia particular con una losa inferior y un casetonado
simple perdido, sin considerar el aprovechamiento de la placa inferior, hasta el momento solo
se considera como parte del sistema perdido tomando los nervios como si fuera una seccion

normal, pero que a raiz de este trabajo se vera corregido.
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Figura 31: Forma de tomar el aligeramiento

2.4.1. Técnica y ejecucion de esta topologia

Se ejecuta sobre el encofrado una armadura o malla inferior de hierro que formara parte

de la placa inferior, se realizan los nervios inferiores y superiores (los nervios se armaran con

estribos cada 50 o 40 cm) para garantizar que hardn a su vez de marco para los casetones, se

dejan topes para el apoyo de los bloques de poliestireno expandido

Figura 32: Armadura de nervios
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Se comienza las tareas de llenado para formar la capa inferior de la losa.

Figura 33: Tareas iniciales de llenado
Se posicionan los bloques de casetonados luego de esperar un tiempo entre 15 a 30 minutos

(dependiendo de la compacidad del hormigon elegido).

Figura 34: Colocacion de bloques etapa inicial

Se coloca una malla superior (puede ser solamente constructiva o completar la armadura

necesaria complementando al nervio).
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Figura 35: Montado de mallas superiores

Se completa el llenado de la losa ya que esta tarea se realiza dentro de los primeros 30 a

45 minutos.

De esta manera se garantiza la formacion de la placa inferior de hormigoén junto con los

nervios laterales y la capa superior en forma monolitica

Figura 36: Completado de tareas de llenado
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Figura 37: Avance de la terminacion de llenado de la seccion

Vista inferior luego de desencofrar

Figura 38: Vista inferior luego de desencofrar
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Lo importante de esta ultima tipologia es que comienza a ser cada vez mas utilizada y pasa
de ser una estructura compleja y desconocida a una tipologia practica con posibilidades de ser

ejecutada de manera economica y fiable.

2.4.2. Trabajos realizados por el autor con esta tipologia

Se dara una referencia a trabajos que ha realizado este profesional aplicando esta tipologia,
con célculos muy conservadores en principio, pero que se espera a partir de este trabajo de tesis

poder optimizar las armaduras necesarias.
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Shopping Devoto — Ampliacion sala 7-8 cines y sector ampliacion locales - Afio 2006

39

Figura 39: Etapas de ejecucion y vistas terminadas en Shopping Devoto
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Plantas superiores Legislatura de la Ciudad de Bs. As. — 10 m de luz - Afio 2013

Figura 40: Losa alivianada en Legislatura de Bs. As.
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Nuevo teatro E1 Cubo — Subsuelo y 3 niveles — Afio 2012

41

Figura 41: Losa alivianada en teatro El Cubo
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Obra en Nordelta Ruta 27 — Locales y oficinas — Afio 2013/14

Figura 42: Losa alivianada en Nordelta
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Cochera semisubterranea — Edificio multifamiliar Ramos Mejia — 10 m de luz— Afio 2014

e Y

Figura 43: Losa alivianada en cochera Ramos Mejia
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Losa sobre subsuelo - Edificio multifamiliar - Ano 2016

Figura 44: Losa alivianada en edificio multifamiliar



Capitulo 2: Evolucion Historica de las Losas Alivianadas 45

Estacionamiento subterraneo sector 4 — 30 cocheras Marcos Juarez, Cérdoba — Aiio 2015
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Figura 45: Losa alivianada en cochera Marcos Judrez
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Ampliacion clinica de estudios médicos Ramos Mejia — Afio 2017

Figura 46: Losa alivianada en clinica Ramos Mejia
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Figura 47: Losas alivianadas edificio Ramos
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2.5. Losas Ahuecadas con Esferas

Luego de distintas busquedas a través del desarrollo de esta tesis, se encontré que hay
muchos sistemas en el mundo parecidos correspondientes a esta tipologia, algunos con varias

décadas de antigliedad.

La principal informacion es mas del tipo descriptivo y es escasa la documentacion que
brindan a nivel de calculo, es muy reservada; por esta razén fue el motivo que impulsé a desa-

rrollar una metodologia de célculo que pudiera poner conocimientos sobre estos sistemas.

Es un sistema muy utilizado en la actualidad por varias empresas entre ellas Cobiax , Bu-
bbledeck y la Argentina Prenova, por mi investigacion la primera empresa en desarrollarlo fue
la firma alemana COBIAX. Tienen la ventaja constructiva de poder completarse la tarea de
llenado de la losa de manera mas sencilla que como se realiza con encofrados perdido o con

casetones perdidos.
A continuacion, describiremos brevemente algunos sistemas encontrados.

2.5.1. Sistema PRENOVA

Es un sistema nacional (http://www.prenovaglobal.com) de uso en la actualidad, pero con
muy poca informacion sobre los aspectos técnicos del mismo. Es un sistema de condiciones de
armado totalmente distintas con un aligeramiento de la seccion del hormigdn mediante esferas
o elipsoides plasticas. La mayoria de la informacion se obtiene de su publicidad, no hay muchos
datos técnicos disponibles y mantienen mucho resguardo de su proceso de resolucion. Segin

algunos datos obtenidos en informacion recabada se calculan como losa maciza alivianada.

En la Figura 48 podemos observar una seccion esquemadtica del sistema. En la Figura 49
tenemos la armadura inferior ya colocada. En la Figura 50 vemos la colocacion de las esferas
y malla superior en zonas de apoyos. En la Figura 51 vemos el avance del llenado en una tinica

etapa y en la Figura 52 la losa terminada luego de desencofrar.
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Figura 48: Sistema Prenova ( esferas de plastico)

Figura 49: Malla inferior inicial



Capitulo 2: Evolucion Historica de las Losas Alivianadas 50

Figura 50: Disposicion de las esferan que alivianan el alma de la placa

Figura 51: Avance en una etapa
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Figura 52: Vista inferior al desencofrar

2.5.2. Sistema COBIAX

Se trata de un sistema aleman (http.//www.cobiax.com) que utiliza alivianamiento me-

diante esferas y elipsoides.

Segun la informacidn recabada este sistema pertenece a una empresa fundada en 1997 en
Alemania para distribuir esta tecnologia. La empresa provee un software para el calculo con
esta tipologia y segun las cargas solicitantes indican que espesor y didmetros de esferas o elip-
soides se deben utilizar. También da valores de momentos resultantes, pero del tipo planilla de
calculo sin mencionar en ningiin momento como se obtienen los mismos. Tienen una represen-
tacion local y las esferas o platos provistos en el sistema nacional son practicamente iguales a

los de otros paises.

En la Figura 53 podemos observar los elementos utilizados para el alivianamiento de la

losa.
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Slim Line Eco Line
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Losa terminada de 18 a 35(+) cm. Losa terminada de 35 a 60(+) cm.

Figura 53: Sistema Cobiax

2.5.3. Sistema BUBBLEDECK

Se trata de un sistema de procedencia internacional (http://www.bubbledeck.com), su ori-
gen se debe al desarrollo del Profesor Jorden Breuming hace mas de 20 afios, en Dinamarca,

pero la inica disposicion de elementos es la utilizacion de esferas.

Figura 54: Forma de montaje del sistema BubbleDeck

2.6. Otros sistemas de alivianamiento

Existen una gran variedad de sistemas de alivianamiento de losas, pero la idea principal
de la tesis no es abarcar a la mayoria de ellos sino concentrarnos en las tipologias previamente
descriptas y presentar una metodologia de analisis que, sin embargo, pueda ser aplicada incluso

a tipologias mas alla de las aqui mostradas.
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Capitulo 3:

Teoria de Placas Delgadas

3.1. Definiciones

Se define como «placa» al elemento donde una de sus dimensiones es pequefia con res-

pecto a las dimensiones en el plano medio y las cargas actuan normales al plano medio.

3.1.1 Placas gruesas

Si llamamos a a la longitud de la placa y /4 a su altura entonces si a/h < 5 el comporta-

miento de la placa se parece al de una viga de gran altura, en el sentido de que las distorsiones

por corte no son despreciables y la placa se considera gruesa ['°].

7 a y
Figura 55: Nomenclatura de dimensiones
3.1.2. Placas delgadas

Sia/h = 5 entonces se pueden despreciar las distorsiones por corte y la placa se considera

delgada ',

Si ademas se verifica que w*/h < 1, donde w* es la flecha méaxima de la placa, entonces
los esfuerzos membranales en el plano medio seran despreciables. En este caso el comporta-
miento de la placa es analogo al de una viga comun que trabaja solo por flexion y corte y no

tiene esfuerzos normales.

Figura 56: Placa delgada (sdlo flexion y corte)
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3.1.3. Placas flexibles

Si la placa fuese delgada (a/h = 5) pero los desplazamientos fuesen muy grandes
(w*/h = 1) entonces si los vinculos impiden el desplazamiento horizontal apareceran esfuer-
zos membranales en el plano medio de la placa debido a la flexién que se agregaran a los de

corte, flexion y torsion. En este caso la placa se denomina flexible 11,

5 ool

Figura 57: Placa flexible (flexion, corte y esfuerzo axial)

Se pueden agrupar todas las tipologias de placas en un grafico (Figura 58) en funcién de

la flecha, el espesor y la longitud.
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Figura 58: Familia de placas en funcion de su espesor y flecha [19]
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3.2. Analisis de placas delgadas

Repasaremos la base tedrica para el andlisis de placas macizas que sustentara nuestro es-

tudio, como toda teoria se deben establecer hipdtesis que delimiten su alcance.

Asumiremos que el objeto de nuestro estudio seran placas planas delgadas considerando
que su espesor /4 es menor que un décimo de la minima dimension a en su plano (a/h = 10).

Son las de mayor aplicacion en la construccion.
Para su estudio establecemos las siguientes hipotesis:

3.2.1. Hipotesis 1: Rotaciones pequeiias

La teoria es lineal en cuanto las pequefias deformaciones. Es decir que se consideran pe-
quenas las derivadas de los desplazamientos, frente a la unidad. En el caso de coordenadas

cartesianas, esto se expresa:

ow ow (3.1)
x 3G 15 <1

Para desplazamientos pequefios esta hipdtesis implica que las derivadas seran aproxima-
damente igual a las rotaciones de la seccion transversal respecto del plano medio. Esta hipotesis
se traduce en una limitacion de la flecha w en relacion a las dimensiones a de la placa:

a
w<0,05a->w<— (3.2)

20

3.2.2. Hipotesis 2: Mantenimiento de las secciones planas

Un segmento de recta normal al plano medio de la placa en la posicion inicial continta

siendo recto y normal a la superficie media de la placa en la posicion deformada.

Esta hipotesis introducida por Kirchoff en 1850 permite expresar todos los desplazamien-

tos en funcion de los del plano medio solo cuando hay flexion pura 1),
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Figura 59: Diagrama hipdtesis de Kirchoff

PA=P’A” esta suposicion implica considerar despreciable a las distorsiones entre las di-
recciones perpendiculares al plano medio y la paralelas al mismo. Esta suposicion implica con-
siderar despreciables a las distorsiones entre las direcciones perpendiculares al plano medio y
las paralelas al mismo (por ejemplo, en coordenadas cartesianas yx,, Yy, s€ asumen nulas) por
lo tanto no se tienen en cuenta las deformaciones por el esfuerzo de corte, aunque este esfuerzo
no sea nulo. Esto no es valido para placas gruesas o con agujeros o con cargas concentradas en

un area pequena. La aplicacion de esta hipotesis se limita a placas que cumplan con la relacion:

h 1
e 3.3
~ <715 (3.3)

3.2.3. Hipotesis 3: Tensiones y deformaciones perpendiculares nulas

Las deformaciones especificas en la direccion perpendicular al plano medio (eje z) son

despreciables y las correspondientes tensiones también:
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£, =0 (3.4)

g, =0 (3.5)

3.3. Ecuaciones para placas delgadas

Describiremos a continuacion el camino clésico que consiste en obtener las ecuaciones en
términos de los desplazamientos. Partiremos de las ecuaciones de equilibrio para un elemento
diferencial de placa y se llegara a la ecuacion diferencial de equilibrio, en donde las incognitas
son los desplazamientos transversales a la placa. La integracion de la mencionada ecuacion
diferencial nos permite obtener la funcion de desplazamiento, a partir de la cual podemos ob-

tener los esfuerzos en cualquier punto de la placa.

Esto que resulta conceptualmente claro y mas en estos tiempos con el avance de las compu-
tadoras y programas como Mathcad, Matlab o Mathemathica; una vez hallada la funcion de
desplazamiento seria la solucion perfecta, pero a veces resolver esas ecuaciones en forma ana-
litica presenta grandes dificultades, e incluso se puede decir que en algunos casos no hay solu-

cion.

El otro camino es recurrir a métodos numéricos para obtener la solucion aproximada de la
ecuacion diferencial. Los métodos méas comtiinmente utilizados son los métodos de diferencias

finitas y el de elementos finitos.

El método clasico es la solucion por series de Fourier aunque su aplicacion se limita a

ciertas geometrias caracteristicas como las placas de forma rectangular.

3.3.1. Esfuerzos en placas

Cuando la altura / de la losa es uniforme y constante en todos los puntos de esta los es-

fuerzos caracteristicos (Figura 62) son !8l:
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h
2

Q.= f Ty A2

h

Notemos que los esfuerzos se expresan por unidad de ancho de seccion.

58

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Si analizamos un elemento diferencial de placa (Figura 60) de altura /# y dimensiones dx,

dy en el plano, tenemos en la Figura 61 las tensiones actuando en este elemento y en la Figura

62 tenemos los esfuerzos con los sentidos positivos adoptados actuando por unidad de ancho

en cada eje.
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Figura 61: Sector de andlisis con tensiones
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Figura 62: Sector de andlisis con esfuerzos
3.3.2. Ecuaciones de equilibrio del elemento diferencial

Se analiza el equilibrio en un plano medio donde se proyecta:

Q,* d,

(‘),-vt” - i (Q,+ r!u) dr
/ dz

<(_:}u~¢lrg du

d

(;)_’ cd, +
N dy

Figura 63: Esfuerzos de corte
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d
Myed,+— (M,-dz)-d,
dy

y

Figura 64: Momentos flectores y torsores

Haciendo sumatoria de fuerzas en la direccion del eje z:

—(Q,-d”)+Q,-dy+%((),-dy) dm+p-d,-dy—Qy-d,+Qu-d,+%(Qy-d,) d,=(
dz dy

d d
ped,d,+—(Q,+d) de+—(Q,-d,) d, =0 (3.10)
dr dy

LQ7+LQU+p=()
dz dy

Haciendo sumatoria de momentos en la direccion y:

Ajm.dy.dz_j\-fz.dy.dz_i(}\f[r-dy) -dz+QI-dy-dz+i(QI-dy) dr+

dx dx

d (3.11)

Afym-dx-dy—fwyz-dx-dy—_' (Alfm-dm) «d,=0
dy
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Despreciando infinitésimos de orden superior

Q,-dy-dr-i(M,-dy) .d,—i(nly,-dx) .d,=0
dzx dy

Q.- M- M_=0

dx dy

Haciendo sumatoria de momentos en la direccion x:

d d
A'Iy dge dy _A"Iy dy- dy - (A‘fy * d:z:) * dy + Qy sdy- dy +— (Qy * dx) dy +

dy dy

d
A-*Iymodx-dy—h-fym-dr-dy—d_(A-'Iyx-da:) -d,=0
Y

d d
Qu : dr * du I (1\"’[" * d:lt) y du D ("ww * d."l)) * du =0
dy dy

Q-1 Mm% M =0
dy dy

Resumiendo, tenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio

00, 00y
ax Ty TP=0
oM, OM,,
Q= ax dy
oM, oM
_ oMy Oy
Oy = dy T

62

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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3.3.3. Relaciones entre esfuerzos y desplazamientos

Figura 65: Configuracion deformada para pequenias rotaciones

Aplicando las hipétesis de Kirchoff'y de deflexiones pequenas

W 1y 1
0x Y 0x
ow ow
= —7 % —— — —7 % —
u VA o2 v VA 3y

Luego podemos expresar las deformaciones como

ou Y
S A
Ju d%w
Sy = @ = —z *a_yz
6u+6v 5 d2%w
_—_— —_— = —7 %
Vay= dy 0x z 0x0y

Notemos que el plano medio (z=0) no se deforma

63

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Aplicando las ecuaciones constitutivas, considerando un material is6tropo lineal (ley de

Hooke) podemos relacionar las tensiones con las deformaciones como [81:

1 v 0
g &
o l__E v 10 [} (3.24)
Y= 1 —v2 * 1—v y
Txy 0 O > Vxy

Donde E es el mddulo de elasticidad y ves el coeficiente de Poisson.

Sustituyendo las deformaciones &y, €, Yy, €n funcion de los desplazamientos de las ecua-

ciones (3.20), (3.21) y (3.22) tenemos

(9%w
- 1 v 0 0x?
x 62
oyl = 7 E L, v 1 9 . _V;’ \ (3.25)
1—v2 1-v dy
Txy 0 0 > e
w
\" 0xdy)

Notando que de las ecuaciones (3-7), (3-8) teniamos que los esfuerzos caracteristicos eran

n n h
2 2 2
M,= far-z dz M,= for‘zdz M,,= f’rry-zdz (3.26)
—h —h —h
T2 2 2

2

Luego sustituyendo las tensiones de la ecuacion (3-24) podemos expresar estos esfuerzos

en forma matricial como:

(0%w
dx?
M g E . 11/ 8 0w 2
M, =—f z2 xd, * 2*1/ 1— * < - ¢ (3.27)
M _k 1—-v 0 0 v dy
Xy 2 2 azw
22—
\" 0x0y)

Donde hemos sacado de la integral los términos que no dependen de z.
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Luego resolviendo la integral

h

Ezd z3
zéxd, = —

h Z 3

2

NE;

3

_k
2

2

2
3

Volviendo a la ecuacién (3-26) los momentos se pueden expresar como

(0%w )

1 v 0 0x?

%x h3 E v 1 0 ) 0w
= ——x— * P

My 12 1-v2 |, , 1=V dy?
x 2 2%w
2_

\" 0xdy/

h3
12

Definiendo a la rigidez a la flexién D de la placa is6tropa como

b Eh3
T 12(1 —v2?)

Luego los momentos se pueden expresar como

(0%w )
0x?
Mx 1 v 0 aZW
M, Lo _pa|V 1 0 N S
4 1-v ov2
M 00 Y
il 2 0w
\" 0xdy/

M p1=V. (2
= - *
Xy 0x0y

)

65

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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Para hallar los esfuerzos de corte QO., O, usamos las ecuaciones de equilibrio (3.17) y
(3.18), resultando

a%w a%w a%w
oM, OM,, 0 (G +v a_yz) 0 5wy (3.35)
0, =20x Oy __py, + (1 —v) 22 ‘
*=75, "o, a, 3,
a%w a%w a%w
ol +v—
Qy _ a1\/131 n aIVIxy — _Dx (Byz 6x2) +(1-v) xdy (3.36)
ay ay ay ay

Desarrollando las derivadas tenemos

D 3w N 03w N 3w 23w (3.37)
= =D % — .
Qx dx3 Vayzax 0y20x Vayzax
03w 03w 03w 3w
- _ _ (3.38)
O D= <6y3 v 0x20y + 0x20y v 6x26y>

Cancelando entre si los términos con v llegamos a las expresiones los esfuerzos de corte

o’w 93w (3.39)
0. =0+ (55 vz

3w dPw (3.40)
0, =0 (G5 + 55501

3.3.4. Ecuacion diferencial de equilibrio de Lagrange

Del analisis de equilibrio habiamos llegado a la siguiente ecuacion (ver ec. 3.16)

0Qx | 0Qy
W‘FW‘FP—O (3.41)
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Donde derivando las ecuaciones (3.39), (3.40) tenemos que las derivadas de los esfuerzos

de corte son

00 _ o, 0*w N 0*w (3.42)
Ox dx*  dy?0x?
0y _ _, (00w, 9w (3.43)
ady dy* = dx?0y?

Sustituyendo en la ecuacion (3.41) llegamos

0w L W 0w P (3.44)
ox* dx20y? = dy* D '

Esta es la ecuacion obtenida por Lagrange ¥ en 1811 y permite resolver el problema de
placas hallando w (x, y) mediante su integracion con las condiciones de borde correspondientes.
En este caso la placa trabajara tinicamente a flexion, corte y torsion sin presencia de esfuerzos

membranales.
3.3.5. Condiciones de contorno para bordes simplemente apoyados

Consideremos una placa de bordes rectos y analicemos un borde paralelo al eje y simple-
mente apoyado. Las deflexiones w a lo largo de este borde deben ser nulas y al mismo tiempo
el borde debe poder rotar libremente respecto de la linea del borde, esto es, el momento M,

normal al borde debe ser nulo a lo largo del lado.

Figura 66: Borde simplemente apoyado paralelo al eje y
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Las expresiones analiticas para las condiciones de contorno son para este caso (ver Figura

66)

(3.45)

—0 (3.46)

Dado que a lo largo del borde las deflexiones w son nulas debe verificarse sobre este lado

d%w

_ 3.47
37| =0 4D

X=a

Luego las condiciones de contorno para un borde simplemente apoyado paralelo al eje y

deben ser

Wly=q =0 (3-48)

d%w _ 0

—| = (3-49)
xX=a

De manera anéloga si el borde simplemente apoyado es paralelo al eje x entonces las con-

diciones de contorno sobre este borde deben ser

Wlyep = 0 (3.50)

d%w

—| =0 (3.51)
dy? y=b
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3.4 Solucion de Navier para placas rectangulares simplemente apoyadas

La solucion de la ecuacion diferencial de placas fue hallada por primera vez por Navier [8]

en 1820 para el caso particular de placas rectangulares simplemente apoyadas en todos sus

bordes.

Figura 67: Placa rectangular simplemente apoyada

Para resolver la integracion de la ecuacion diferencial Navier propuso una solucion por

series dobles de Fourier de la forma:

_ SIS . mmx | nmy 5
w(x,y) = Cynn SIN S sin—= (3.52)
m=1n=1

Puede verificarse de manera sencilla que esta solucion satisface las condiciones de con-

torno de bordes simplemente apoyados.

Para hallar los coeficientes C,,,, se asume que la carga p(x,y) puede representarse por una

serie doble de Fourier como:

SRR . mnx _ nmy
p(x,y) = z z (mn SIN——sIn—= (3.53)

m=1n=1

(18]

Los coeficientes a,,,, pueden hallarse por integracion sobre toda la placa !'®! como
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Amn J J p(x,y) Sln—sm—ydx dy (3.54)

Por ejemplo, si la carga fuese uniforme p(x,y) = g entonces los coeficientes a,,, son

= m,n=1,3,5,7 ... (3.55)

Sabemos que si la carga fuera de la forma

. mmx _ nmy
p(x,y) = apyy Sin A smT (3.56)

La solucion debe ser ['8

mnx _ nwy
w(x,y) = Cpp Sin " smT (3.57)

Ya que si calculamos las derivadas

d'w  omm+ mmx _ nmy (3.58)
ax4_(a) Sin sin b
0w mm\2 nm\2 | MOX _ NIy (3.59)
ax7ay? = (o) (5) sin—g—sin==
o*'w  mm\+  mmx = nmy (3.60)
a—y4 = (—) Sin SIHT

Reemplazando estas derivadas en la ecuacion diferencial de la placa (ec.(3.44)) obtenemos

b

nm\*1 . mnx _ mmy a mnx _ mm
( ) ]sin—sin Y _ Gmn i T i Y (3.61)
a b D a

e [(5) +2(5) (5) +

Que para que sea valida para cualquier punto (x,y) de la placa implica que debe verificarse
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amn
Con =
D () () (3) + ()] (62

Luego por el principio de superposicion estos deben ser los coeficientes de la solucion

(3.52).

Para hallar los esfuerzos debemos calcular las derivadas de w(x,y) y reemplazarlas en las

expresiones de estos esfuerzos.

Para los momentos, usando las ecuaciones (3.32), (3.33) y (3.34), tenemos

_ e miy 2 nm\21 . mmnx . nmy (3.58)
M, =D * z ZCmn [(T) +v(?) ]sm a smT
m=1n=1
_ SR nmy 2 mm\2] . mnx . nmy (3.59)
M, =D * z ZCmn[(Y) +v(7) ]sm a smT
m=1n=1
mmy M mnx — nmy 3.60
My, =—-D(1—-v) z z Cinn (7) (?) cos ——Cos— = (3.60)
m=1n=1

Qx =D« i i Cinn [(%)3 + (%) (%)2] cos m;rx sinnb;y (3.58)

Qy=Dx i i Cinn [(%)3 + (?)2 (%)] sin m;rx Cosnb;y (3.59)

Notemos que estas ecuaciones son validas para cualquier tipo de carga actuante sobre una

placa rectangular simplemente apoyada en sus lados.
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Capitulo 4:

Teoria de Placas Ortotropas

4.1 Ecuaciones para placas ortotropas

En los articulos anteriores hemos desarrollado la teoria basica de placas isotrdpicas, es
decir aquellas con idénticas propiedades en todas las direcciones. Esto ha quedado implicito al

plantear le ley de relaciones de tensiones y deformaciones segiin

o, o 1 v 0 £,

g | _ . |V 1 0 < e @.1)
Y7192 1—-v Y :

Txy 0 0 2 Vxy

Donde E es el mddulo de elasticidad y ves el coeficiente de Poisson.

Esta ecuacion también puede escribirse de manera genérica como:

01 [C € O] [Ex
[O'y] = [Cl Cy 0] * [Ey] 4.2)
Txy 0 0 Gl LYxy

Donde Cy, C,, C;, G son las componentes de la matriz constitutiva que para un material

isotropo como el mostrado anteriormente valen

Ce = E/(1—v?) (4.3)
Cy =E/(1=v?) (4.4)
C; = VvE/(1—v?) (4.5)
G= ﬁ (4.6)

Donde G es el modulo de corte.

Si la placa estuviera constituida por un material ortdtropo, es decir un material que tiene

diferentes propiedades elésticas segun dos direcciones perpendiculares entre si., entonces las

componentes Cy, Cy, C; de la matriz constitutiva son 12°!
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C,=E,/(1—- vxvy) 4.7)
Cy = Ey /(1 —vyvy) (4.8)
C; = vxEy/(l — vxvy) = vyEx/(l — vxvy) (4.9)

Donde Ey, E,, son los modulos efectivos de elasticidad y vy, v, son los coeficientes efecti-

vos de Poisson que estan relacionados por la condicion de simetria
v E, = v, E, (4.11)

Notemos que si el material es isotropico con propiedades E, v debe verificarse que

Ey

Ex

E (4.12)

1%

Vy=Vy, =V (4.13)

Con estas igualdades volvemos a obtener los mismos coeficientes de material isotropico.

4.1.1 Relaciones entre esfuerzos y desplazamientos

Las relaciones (3.21), (3.22), (3.23) entre deformaciones y desplazamientos no se ven al-

teradas para un material ortétropo ya que fueron deducidas por conceptos geométricos.

ou 0w
Sx:a:—Z*ﬁ (414)
ou 0w
é';'yzaz—Z*a—y2 (415)
ou N v 5 0w @.16)
Vay= dy  ox Zayax '

Luego podemos expresar a las tensiones en funcion de los desplazamientos sustituyendo a

las deformaciones en la ecuacion (4.2) como
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(4.17)

Notando que de las ecuaciones (3.7), (3.8) teniamos que los esfuerzos caracteristicos eran

h h h
2

M,= fax-zdz M, = fUI-ZdZ M,,= f’rry-zdz
“h —h

(4.18)
“h
2 2 T2

Luego procediendo de manera similar a como se hizo para el caso de la placa isotrdpica,

sustituimos las tensiones de la expresion (4.15) en los esfuerzos caracteristicos e integramos

sobre el espesor de la placa llegamos a

(97w
0x?
M, D, D, 0 921y
M, 0 0 Dy, e
\" dx0y)
Donde los coeficientes de rigidez Dx, Dy, Dy, D,,, son:
D - C, h3
=15 (4.20)
C, h3 4.21
b, =G (4.21)
12
G h3 (4.22)
712
G h3 (4.23)
ny =

12
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Expresando en forma individual cada componente de momento tenemos

De donde podemos interpretar que los coeficientes de rigidez son:

Dy: es la rigidez a flexion en sentido del eje x

Dy: es larigidez a flexion en sentido del eje y

D;: es una rigidez de flexiéon dominado por el efecto de Poisson
D,.,: es larigidez a torsion

Notemos que para un material ortétropo

b — Ceh®  E k3
12 T 12(1 - vy
b - Cy h E, h®

YT T2 T 12(1—vyvy)

D - C, h3 __wh h3
VU120 12(1 - veyy)

G h3
Doy =713

76

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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Si el material fuera is6tropo tendriamos

D, = ER° =D (4.31)
* 121 —-v?) '
b - En® b (4.32)
Y121 —v?)
D - VER® b (4.33)
LT 20—y
_Gh* 1-v (4.34)

Doy =13 =P
Siendo D la rigidez de la placa isotropa.

Para obtener los esfuerzos de corte usamos las ecuaciones de equilibrio (3.17), (3.18)

_M, oMy, Ow  ow o dw (4.35)
Ox = 0x dy  Fox3 1 9xay? XV 0xdy?

_oMy oMy Ow o Pw o Pw (4.36)
O = oy ox Y oy3 2 9yox2 XV 0ydx?

Que pueden escribirse como

__(p 0w W (4.37)
Qx = * 0x3 0x0y?

_ " 03w 4D 03w (4.38)
Qy - 0x20y y dy3

Donde

H =D, +2D,, (4.39)
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4.1.2 Ecuacion diferencial de equilibrio

Procediendo de manera andloga a como se hizo para placas isotropas de la ecuacion de

equilibrio diferencia (3.16) tenemos

9Qx , 90y

_ 4.40
ox T oy +p=0 (4.40)

Donde derivando las ecuaciones (4.37), (4.38) tenemos que las derivadas de los esfuerzos

de corte son

00, 0*w 0*w
- D, ppT + Haxzayz (4.41)
00, 0*w o*w
W = - I'I—axzay2 + Dy —ay4 (442)
Sustituyendo en la ecuacion (4.40) llegamos a
94w d*w 3w (4.43)
Dx ozt T 2H 0x20y? + Dy oxdy? p

Esta es la ecuacion diferencial de equilibrio para placas de material ortotropo. Si el mate-
rial fuese isotropo esta ecuacion se transforma en la cldsica ecuacion de Lagrange y deberia

verificarse la condicion:

=H=D (4.44)

Donde D es la rigidez a la flexion de la placa isotropa.

Notemos que si la placa fuese ortdtropa pero las rigideces D,, D,, H fuesen aproximada-

mente iguales, entonces podriamos definir una rigidez equivalente Deguiv
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Dy =Dy, = H = Degyip (4.45)
Y en este caso especial la ecuacion diferencial queda

0*w o*w  d*w p
+2 +
dx* 0x?dy? = 9y*  Dequiv

R

(4.46)

Notemos que esta ecuacion puede resolverse por cualquier método utilizado para placas
isotropicas, aunque analicemos placas ortotropas y serd la base del método de alturas equiva-

lentes presentado en el capitulo 6.

4.1.3 Solucion por series dobles para placa ortétropa rectangular

El primer paso consiste en obtener la representacion de la carga p(x,y) en series dobles

como:

< nmy (4.47)
p(x,y) = z z Amn sm sinT
m=1n=1
Donde los coeficientes a,,, vienen dados por
4 arb _ mmx _ nmy (4.48)
=—*f f p(x,y) sin sin——dxdy
o Jo a b

Luego asumiendo condiciones de borde simplemente apoyados podemos expresar la solu-

cion w(x,y) como:

(4.49)

nmy
w(x,y) = z z Conn sm smT

m=1n=

Procediendo de manera similar a como se hizo con la placa isétropa para obtener los coe-
ficientes C,,,, debemos derivar sucesivamente esta expresion y reemplazar las derivadas de la

ecuacion diferencial (4.43) para obtener
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amn
Cmn =

D, (2) 20 (25) (1) + b, (2)"

80

(4.50)

Para hallar los esfuerzos debemos calcular las derivadas de w(x,y) y reemplazarlas en las

expresiones de estos esfuerzos. Para los momentos, usando las ecuaciones (4.24), (4.25) y

(4.26), tenemos

=D o [0 (22 0, () i 022

M, = i i Co :Dy (%)2 +D, (%)2 sin mZx sinn%y

My =2y 3 () (s s

Q0 = i i Coun [Dx (%)3 +H

Mmy\ (N2 mnx . nmy
(—) (—) ] cos Sin——
b a

m=1n=1 ¢ ’
0= 3, 3o () #1552

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Notemos que estas ecuaciones son validas para cualquier tipo de carga actuante sobre una

placa rectangular ortotropa simplemente apoyada en sus lados.
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4.2. Placas ortotropas por su rigidez

En la practica de la ingenieria estructural es muy frecuente la utilizacion de placas que
tienen distintas propiedades seglin la direccidon que se considere. Por ejemplo, consideremos la

placa rigidizada por nervios mostrada en la Figura 68.

Figura 68: Placa rigidizada con nervios

Esta placa presenta mucha mayor rigidez a la flexion en la direccion de los nervios que en

la direccion transversal.

Otra forma de introducir modificaciones en las rigideces es mediante la creacion de huecos

en el interior de la placa como se muestra en la Figura 69.

Figura 69: Alma aligerada con material liviano
En este ultimo caso no so6lo se modifica la rigidez, sino que se consigue disminuir el peso

propio de la losa y podemos aumentar las luces a cubrir.
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En general, estas placas estan constituidas por materiales isotropos, pero por sus caracte-
risticas geométricas, presentan una marcada diferencia de rigidez segun dos direcciones orto-

gonales, comportandose en la practica como losas ortotropas.
4.3. Placa ortétropa “equivalente”

Notemos que en los ejemplos mostrados la distribucion de rigideces no es homogénea,
particularmente la rigidez a la torsion que aumenta en la ubicacion de los rigidizadores y dis-
minuye entre estos. Sin embargo, si la separacion entre nervios es pequeia, en comparacion a
la longitud del lado de la placa, podemos asumir una distribucion continua de rigidez y es

posible definir una placa ortotropa “equivalente” para modelar su comportamiento.
Las hipdtesis usuales que se asumen para definir la placa ortotropa equivalente son:

1) Se desprecia la deformacion por corte en losa y elementos rigidizadores
2) Se desprecian los esfuerzos membranales en el plano de la losa

3) Se asume que la disposicion de rigidizadores y huecos es ortogonal y se ubican igual-

mente espaciados en cada direccion.

4) Se asume que es posible definir una superficie neutra alrededor de la cual se flexionan

las secciones de la placa equivalente.

De todas estas hipdtesis quizas la mas cuestionable es la ltima, aunque solo para losas
con distribuciones no simétricas de huecos o nervios respecto del eje neutro. En particular, si
tenemos una distribucion diferente de huecos o nervios en cada direccion que hacen que los
ejes neutros se posicionen a diferentes alturas en cada direccion, no queda muy claro, en este
caso, el concepto de “superficie media”. Sin embargo, cabe mencionar que la mayoria de los

J18

autores 18] no llevan en cuenta esta cuestion asumiendo de hecho la existencia de una su-

perficie media en estos casos particulares.

Diferentes autores han deducido los coeficientes de rigidez de placas ortétropas equiva-
lentes para diferentes tipologias de losas nervuradas y alivianadas. En general, para las formu-
las obtenidas se considera que cada coeficiente de rigidez esta constituido por la suma del

aporte de la losa maciza por un lado mas el aporte de los nervios o rigidizadores por el otro.
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A continuacion, presentaremos los coeficientes de rigidez encontrados en la bibliografia

para las siguientes tipologias:

1. Emparrillado de vigas
Losa casetonada
Losa ahuecada con nervios en las dos direcciones

Losa ahuecada unidireccional

A

Losa ahuecada con esferas

Notemos que el primer caso, si bien no se puede clasificar como losa ortotropa, lo anali-
zaremos con detalle ya que una gran parte de los autores lo utiliza para calcular el aporte de

rigidez para los nervios o rigidizadores.
4.3. Coeficientes de rigidez para emparrillados de vigas

Consideremos un emparrillado de vigas con separacion uniforme a en la direccion x y
separacion uniforme b en la direccion y (Figura 70.a). Ademas, sean I, /, los momentos de

inercia a flexion y Jy,J, los momentos de inercia a torsion en las direcciones x,y (Figura 70.b).

Luego podemos asumir para la placa equivalente que por unidad de ancho en cada direc-

cion actian los momentos

1 d?*w EL\ 0w
S R e i 4.56
Mz (b) EL dx? ( b ) 0x2 (4.5)
M = (1)E d*w (Ely) 0w 4.57)
y - a y dy? - a / dy? )
1\ de, GJ.\ 22w
(N 30 (Glx 4.58
My (b) G dx ( b )axay (4.58)
1\ d6,  [GJ,\ 9w
=—(= = - 4,
My <a) Gy dy ( a )ayax (4.59)
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X
r 2
b
3 2
7
b Mxy
S
. /
Ix, Jx
ly, Jy
a Myx
-» a pe-
y (a) {b)

Figura 70: Emparrillado de vigas

En las formulas anteriores se ha asumido que los giros de torsion 6., 6, en las direcciones

X,y son:

9
g, == (4.60)
dy
aw
_ 27 4.61
93’ ax ( )

Ademas, como para la placa equivalente los momentos torsores M., y M, deben ser iguales

por equilibrio, la mayoria de los autores !#! proponen hacer un promedio

- Qe B2

Luego usando las expresiones (4.24), (4.25), (4.26) para los esfuerzos caracteristicos de

placas ortotropas tenemos
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0w 0w ELN 0w
ue=-(pgznigz) == (5) 0 (4.63)
02w 02w El,\ 0*w
My =~ (D, 5+ Digg) = (—a )_ayz (4.64)
0w N (I  Jy\ 0w
My = ~Dxy (2 axay> T (E) G <E + E) 0x0y (4.65)

Comparando estas expresiones obtenemos los siguientes coeficientes de rigidez

El,
b _Eb (4.67)
Y a
D, =0 (4.68)
Gy Jy (4.69)
b =3(5+%)

Estos son los coeficientes de rigidez para emparrillados de vigas, que como mencionamos
previamente, seran validos siempre que haya una suficiente cantidad de vigas en cada direc-

cion.
4.4. Coeficientes de rigidez para losas casetonadas

Podemos imaginar a la losa casetonada (Figura 71) como una losa plana rigidizada con

nervios descentrados respecto del plano medio de la placa.

Las formulas clasicas que se pueden encontrar en el libro de Cope y Clark [!! para los

coeficientes de rigidez a flexioén son
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El
D, = Tx (4.70)
El
D, = Ty 4.71)
vEh3
- 4.72
Dy 12(1 —v?) *+72)

Donde a,b son las distancias entre nervios en las direcciones x € y.

Figura 71: Losa casetonada

Ademas, I, 1, los momentos de inercia a flexion de las secciones T respecto de los ejes

neutros de cada direccion.
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Figura 72: Seccion tipica de placa nervurada

Para el coeficiente de rigidez torsional proponen

_ ER E e Iy
> = a1 +v) 8 +v) (F + Z) (4.73)

Donde J,,J, son los momentos de inercia torsionales (s6lo para los nervios). Usando el
modulo de corte

G——E 4.74
S 2(1+4v) (4.74)

La expresion anterior se puede escribir alternativamente como

Gh* G (], Iy
— (x4 Iy 4.75

%y 12+4<b+a) (372
Los momentos de inercia a torsion en este tipo de secciones puede resolverse por el método

de diferencias finitas descriptas por Timoshenko y Goodier *°1. Alternativamente, puede divi-
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dirse la seccion en rectangulos y sumar sus inercias torsionales. La inercia torsional de un rec-
tangulo de lados By d, con B > d, viene dada por J = .B.d° donde el factor S es la funcion de

alabeo para secciones rectangulares que es

1, 192 d &1 (77-7T-B\\
BM)=—|1——Ze e — «tanh;—— — 476
3| B Ay (24 J (4.76)

Para valores grandes de B/d esta funcion tiende a 1/3 y con M > 5 términos se alcanza

convergencia ().

Figura 73: Convergencia de la funcion de alabeo
Las formulas propuestas para los coeficientes de rigidez son aproximadas y deberian
usarse con precaucion si la distancia entre nervios es mayor a 13 veces el espesor de la losa
(segin Cope y Clark ), ya que aumenta considerablemente la deformacion por corte no lle-
vada en cuenta en la deduccion de los coeficientes. En estos casos se recomienda utilizar la

analogia del emparrillado de vigas para aproximar el comportamiento de la placa casetonada.

4.5. Coeficientes de rigidez para losas ahuecadas con nervios en dos direc-

ciones

Ya con esta seccion tenemos la ventaja que aparece tanto una lamina superior como una
lamina inferior, podemos aprovechar el aporte de la reparticion de cargas por Poisson y se

comporta en forma mas cercana a una losa maciza y con mayor rigidez a la torsion.
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bl

Figura 74: Seccion y sus partes

Tomaremos como base de estudio la seccion doble 7' de la Figura 74. Segiin Cope y

Clark M las rigideces a flexion pueden calcularse como

D. = El 4.77
EI, (4.78)
D, =———
Y (1-=-v®)=xa

D, = vD.D, (4.79)

Al tener una seccion cerrada presenta una gran rigidez a la torsion. Para su calculo se toma

la analogia de la membrana y se la considera como una serie de tubos de paredes delgadas de

acuerdo con la formula de Bredt-Batho [!:

—a—

Figura 75: Seccion a considerar para rigidez a torsion
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A? GA?

D,, =E. =
2(1 +V)WZ% wZ%

Xy

(4.80)

Siendo ds es la longitud de cada rectangulo que forma el perimetro externo de la seccion
y t es su respectivo espesor. En el caso de que los nervios y el paflo inferior y superior tengan

el mismo espesor ¢ entonces

ds 2(w+d)

: . (4.81)

Donde w es el ancho de la placa entre nervios externos, d es la distancia entre las lineas
medias de las 1aminas superior e inferior, 4 es el drea encerrada por la linea media exterior,

esto es:

A=wxd (4.82)

4.6. Coeficientes de rigidez para losa ahuecada unidireccional

Este caso es uno de los mas investigados por muchos autores, pues es muy utilizado para

alivianar tableros de puentes generando secciones de gran rigidez

Figura 76: Tipologia de la seccion
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De toda la recopilacion de datos bibliograficos de Cope y Clark!!l hacen mucha referencia
a investigaciones tedricas y experimentales, en particular al estudio experimental que fue rea-
lizado por R.P. Pama, S Imsom-Somboon y S L Lee 2! publicado en 1975 donde ensayaron y
establecieron hipotesis basados en la deformacion de una tipologia analoga tomando la base de

una seccion Vierendeel.

+
w.i [ — '

V |~ ' = — *LI {(h-d}r2

2D B’ B A B e B ) B Y B A B
h \ J {\ J ’ V; ] y) ( A { /J 3 : '\ } d

S ) N N ~ - N N N
* T+ (h-a)/2

¥ t
Figura 77: Elementos a considerar de la seccion
L
L il 7/

FOOO000BO Fe-»
|

Z

Figura 78: Ubicacion generica de los elementos de la seccion de estudio
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Estos autores propones las siguientes rigideces a flexion

o 3n ()" &
P =7 | e @) 45
ER3 dy\?
Dy =na-w" [1 - (%) l (459

Donde para huecos cilindricos d es el didmetro del hueco y 7 es la separaciéon minima entre

cilindros (Figura 79).

Para las rigideces a torsion, con tubos alineados en la direccién x los mismos autores pro-
ponen para la rigidez torsional D,, asociada al momento M.,

Y

M xy * 0x0y

iy = —2D

(4.85)

La siguiente formula

e[+ was

TR () () (-5)

Donde 7 es la cantidad de tubos.

$ GO )=

le— by —>  k t

v
Q.
=

e

Figura 79: Detalles de las variables utilizadas
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Para la rigidez a torsion D,. en el otro sentido asociada al momento M,x,

0w
dxady

M

- (4.87)

= —2D,, *

Analizando la figura

(h-d)/2

(h+d)/2

Figura 80: Comportamiento de la torsion en esta seccion

Los autores llegan a la conclusion que para que se verifique el equilibrio en las esquinas

la rigidez torsional D, deberia ser la mitad de la rigidez D.,, esto es

D,y

Ademas, proponen que si las caras de los tubos estan cerradas se adopte la misma rigidez
torsional en los dos sentidos (Dy» = D), esto es que se elimine el factor 2 de la ecuacion

anterior.

Por otro lado, asumen que las rigideces D;, D> por acoplamiento por efecto Poisson es

diferente en las dos direcciones

d%w d%w

My = (Digt D (4.89)
d%w Y

My=~(Dy5 s+ Doy (4.90)

Y proponen
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D, = vD, (4.91)

D, =D, (4.92)

Para el calculo de la solucion (4.50) de la placa ortétropa el coeficiente H debe tomarse

como

D, +D
(D140

5+ Dey + Dy (4.93)

Con estas relaciones y ensayos experimentales se obtuvieron resultados muy cercanos por

lo tanto fueron aceptados por numerosos autores y seran utilizados aqui.

4.7. Coeficientes de rigidez para losa ahuecada con esferas

Consideraremos una losa con una distribucion uniforme de huecos en forma de esferas en

sus dos direcciones como se muestra en las figuras.

Figura 81: Tipologia general y distribucion de las esferas
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Figura 82: Seccion ahuecada

A los efectos del analisis estos huecos esféricos seran asimilados a huecos de forma de
cubos de inercia volumétrica equivalente cuyos coeficientes de rigidez fueron mostrados pre-

viamente.

4.7.1. Huecos cubicos de inercia equivalente

Consideremos una losa de espesor 4 con una distribucion uniforme de esferas de didmetro
d con una separacion minima entre esferas db y una separacion a entre centros de esfera como

se muestra en la figura.

ol ! sdbe

Figura 83: Nomenclatura a utilizar en la seccion

Asumiremos que las separaciones entre esferas son iguales en dos direcciones ortogonales
coincidentes con las direcciones principales de la placa, esto es los coeficientes de rigidez seran

iguales en cada direccion.

Repasaremos la inercia de sélidos, ya que el enfoque de esta solucion serd sobre la base

de encontrar un sélido de forma de paralelepipedo con inercia volumétrica equivalente a la de
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una esfera y de esa manera podremos obtener los coeficientes de rigidez como si fuera una losa

ahuecada con nervios en dos direcciones.

La idea es hallar un cubo de altura equivalente de manera que su inercia volumétrica, esto
es respecto de un eje centroidal, sea igual a la inercia volumétrica de la esfera respecto de un

eje pasando por su centro.

: 7 Ko 7 D 7 e
& & &
|
|
N y. N y. N y.
(0] (0] (@) ®

Figura 84:Ubicacion del volumen de inercia equivalente

Para la evaluacion de los coeficientes de rigidez consideraremos la inercia flexional de

secciones doble 7" formadas por los cubos de altura equivalente.

Figura 85: forma de la seccion a considerar con la esfera y con el cubo equivalente

Obviamente los volimenes serdn diferentes y esto debe ser llevado en cuenta para el

calculo del peso propio.



Capitulo 4: Teoria de Placas Ortotropas 97

4.7.2. Inercia volumétrica de una esfera

Dada una esfera de radio de didmetro d se debera obtener a partir de su volumen.

D A

Figura 86: Analisis de inercia volumétrica de una esfera
El volumen Ve de la esfera viene dado por

4 d3
Vesf = §*T[*§ (494)

La inercia volumétrica I.sr de la esfera respecto de un eje coincidente con su didmetro es

2 d\*

lesy =5+ Vesy *(3) (495)
2 4 d3  rd\? (4.96)

Ly =523+ (3)
2 4 a3 1 (4.97)

lesg =grg*mg*gd
T (4.98)

Iesf = % * d5
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4.7.3. Inercia volumétrica de un paralelepipedo

Dado un paralelepipedo de dimensiones a,b,c como mostrado en la figura

-cf2 dx +cf2

Figura 87: Seccion de un paralepipedo para analizar

El volumen V), de este paralelepipedo viene dado por

Voar =axbxc (4.99)

La inercia volumétrica 1,4 de este paralelepipedo respecto del eje centroidal z perpendicu-

lar a una de caras es:

V
Lyar = % * (b2 4 ¢?) (4.100)
axbx*c 4.101
lpar = ——5—* (b* +¢*) (10D

Para nuestro caso particular de estudio consideraremos un cubo de lados iguales hi, este

sera el cubo de inercia equivalente a la de la esfera.
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Figura 88: Descripcion del cubo de inercia equivalente

Luego igualando los lados tenemos

hy=a=c=d (4.102)

h3 (4.103)
Lyar = é * (h% + h12)

h3 (4.104)
Ipar = 1_; * (Zh%)

Luego la inercia volumétrica del cubo es

h? (4.105)

Ipar

4.7.4. Calculo de lado de cubo equivalente

Si igualamos las inercias de la esfera y el cubo, tenemos.

lesy = Ipar (4.106)

Esto es
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s hi (4.107)
60 6
s_ . T s (4.108)
hy 6*60*d
s [T (4.109)
— _ 5
hy 10*d

Por lo tanto, podemos expresar al lado del cubo equivalente como

hy = (1"_0)” *d (4.110)

1

~-h1/2 -~

h1

Figura 89: lado equivalente a tomar en todas las secciones

Donde si reemplazamos el factor numérico tenemos

T \1/5
— ()" 2 4.111
hy (10) 0,7933 * d (4.111)

La primera conclusion es que el cubo equivalente queda contenido dentro del espesor de

la placa.

Ademas, si comparamos los volimenes de las ecs. (4.94) y (4.99) tenemos
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Voss = 0,5236 * d* 4.112)

Voar = hy® = 0,4992 x d3 (4.113)

Que son practicamente iguales. De aca podemos sacar una segunda conclusion y es que

los pesos propios de ambas losas seran practicamente iguales.

Por otro lado, notemos que, si en vez de imponer la igualdad de las inercias hubiéramos

impuesto la igualdad de volumenes con el cubo equivalente, esto es
3 T 3 3
Voar = Vesy = 1™ = e d®> = 0,5236 x d (4.114)

hubiéramos llegado a un resultado muy similar.
Inercias equivalentes = h, =0,7933 xd (4.115)
Voluimenes equivalentes = h; =0,8060 xd (4.116)

Luego la tercera conclusion que podemos sacar es que para una verificacion rapida de una

losa ahuecada con esferas podemos asumir un hueco cubico de lado 0,8 d, esto es

h, ~ 0,8d (4.117)

Incluso con esta aproximacion no es necesario corregir el peso propio ya que al ser los
voliimenes descontados practicamente iguales la losa debe tener el mismo peso propio.
4.7.5. Calculo de los coeficientes de rigidez

A efectos de los célculos de las rigideces a flexion tomando la equivalencia de la seccion

ahuecada ctbica, tenemos de las ecs. (4.77) a (4.79)

EL
5 EI, (4.119)

y:(l—vz)*a
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D,=D,=v /Dny (4.120)
Donde para el célculo de las inercias a flexion I, = I, asimilamos a una seccion doble T’
(Figura 89) y obtenemos
ah’ % h

=1, = -2 .
L, =1, 1 v (4.121)
ah® — hi (4.122)

=ly=——

Usando la altura equivalente de la ec.(4.110) obtenida de igualar inercias volumétricas

resultan

4

ah? — (%)5 « d* (4.123)
L=1,= v

Luego sustituyendo en las formulas de los coeficientes de rigidez a flexion obtenemos

4
E T\s
— - @ @@ h3 N d4 .
Dx =Dy 12(1——v2)a[a (10) * ] (4.124)
Que se puede expresar como
4
T \5 4

Eh? (35) 4 (4.125)

Dx = Dy =

12(1 — v2) ==

Utilizando la misma relacion (4.120), usada para losas ahuecadas con nervios en dos di-

recciones, obtenemos
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B vEh3 ) (1—”0)5*d4
27 12(1 —v?) ah3

D,=D (4.126)

Notemos que en todas las expresiones de rigideces flexionales D,,D,,D;,D: si el diametro

de las esferas se anula (d = 0) se obtienen las rigideces flexionales de una losa maciza.

Para el célculo de las rigideces a torsion tomamos los momentos torsores de las secciones,

como una serie de tubos de paredes delgadas de acuerdo con la formula de Bredt-Batho [

D £ A? GA?

= L. = 4.127
i 2(1+V)WZ% wZ% ( )
A=w=xd (4.128)

b w }

T v 1 "

d ‘

|

e 77/ !

Figura 90: Seccion para rigidez a torsion

Si ponemos todo en funcion de la altura /; del cubo equivalente y consideramos una sec-

cion paralela al eje x, esto es, w = [x, tenemos

g hthl (4.129)
2
h + h1\? (4.130)
A2:<lx* 5 )
,_h-n (4.131)
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ds _2w+d) 2 (e + =)

t t h-h1
2

Sustituyendo en la ec.(4.125) obtenemos

G (x+3(h1+ h))2

h+h1)

(lx+
2
Ix * 2 "=z

2

Dy, =

Simplificando esta ecuacion tenemos

G *lx h®*—h1?

E3
2xlx
8 +1
h+h1l

Dyy =

104

(4.132)

(4.133)

(4.134)

Finalmente sustituyendo la altura equivalente /4; de la ec.(4.110) por su valor en funcién

del diametro obtenemos

CGrlx W= () xd?

Yy 8 2*lx1 +1

h+(%)§*d

Dy

(4.135)

Para el célculo de la rigidez torsional Dy, en el otro sentido sustituimos /x por /y obteniendo

2

s E 2

Gxly h*—(=) =d

yx = y* 25;0)
8 —+1

h+(%)g*d

(4.136)

Finalmente, es conveniente tomar un valor medio para los programas o metodologias que

permitan un unico valor de esta rigidez como:

m _ Dxy ¥ Dyx
xy_ 2

(4.137)
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Capitulo 5:

Analisis por Rigideces Equivalentes

5.1. Objetivos del analisis

Si podemos asumir una distribucion homogénea de rigideces el comportamiento de una
losa alivianada se puede asimilar al de una losa ortotropa equivalente gobernada por la ecuacion

diferencial (4.43):

d*w d*w 23w

_ (5.1)
Dx ozt t 2H 0x20y? +Dy 0x0y? P

Con

H =D, +2D,, (5.2)

De acuerdo a la forma de alivianamiento elegida tendremos diferentes coeficientes de ri-

gidez para cada tipologia, como se vi6 en el capitulo previo.
El objetivo es comparar dos metodologias de solucion sobre diferentes tipos de aliviana-
miento:
1. Series dobles para placas ortotropas

2. Elementos finitos para placas ortotropas

La idea es que si ambas metodologias dan resultados similares sobre un mismo modelo
entonces se pueden usar de manera confiable en modelos del mismo tipo que el analizado,

aprovechando las ventajas especificas de cada método.

Tomaremos como modelo base a analizar a una placa cuadrada de 9 m. de lado simple-

mente apoyada con diferentes tipos de alivianamiento.

Las tipologias por analizar seran cuatro:
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Losa casetonada
Losa ahuecada con nervios en las dos direcciones

Losa ahuecada unidireccional

el

Losa ahuecada con esferas

Para el célculo por elementos finitos usaremos el programa Robot Structural Analysis de
Autodesk. Usaremos dos metodologias diferentes: 1) ingresando directamente los coeficientes
de rigidez y 2) usando los coeficientes de rigidez calculados por el programa a partir de la

descripcion de la geometria.
5.2. Metodologias utilizadas

Tomaremos distintas secciones para hallar la solucion por series y por elementos finitos
de acuerdo con lo descripto en los puntos anteriores, en un analisis final trataremos de estable-
cer una seccion que determine el mismo volumen para comparar la eficiencia de cada tipologia.

5.2.1 Solucion por series dobles para placa ortotropa rectangular

Asumimos que la carga p(x,y) se puede representar por una serie doble como:

p(x,y) = z z Amn sm smT (5.3)

m=1

Y conocemos los coeficientes a,,, del desarrollo que vienen dados por

4 (erb mnx _ n
=—*f f p(x,y) sin z siniydxdy (5.4)
o Jo a b

Luego aproximaremos solucion w(x,y) tomando los primeros M términos en x y los prime-

ros N términos en y asumiendo condiciones de borde simplemente apoyados como:

w(x,y) = z z Conn sin sm% (5.5)

m=1n=
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Donde, de la ec.(4.50), tenemos que los coeficientes C,,,, son

Cmn -

D, (%)4 +2H (%)2 (’;_")2 +D, (%)4 (5.6)

Cada ejemplo sera analizado por series utilizando una diferente cantidad de términos M,
N para estudiar la convergencia de la serie.
5.2.2 Solucion por elementos finitos con rigideces impuestas

El programa ROBOT Structural Analysis permite el ingreso directo de los coeficientes de

rigidez, ver ec.(4.19)

D, D, O
D, D, O (5.7)
0 0 D,

Estos coeficientes seran calculados, usando las formulas presentadas en el capitulo anterior
y seran los mismos utilizados para la solucidn por series. Esto nos permitira evaluar la precision

de la solucién de elementos finitos comparandola con las series dobles.

Para los analisis de elementos finitos utilizaremos elementos de forma cuadrada con una
dimension de 25 cm. de lado, que como se vera en los ejemplos resulta adecuada para la ma-

yoria de los analisis.
5.2.2 Solucion por elementos finitos usando formulacion del programa
El programa ROBOT Structural Analysis tiene incorporadas féormulas propias para el

calculo de los coeficientes de rigidez para diferentes losas ortotropas.

. Cabe destacar que la documentacion del programa es bastante deficiente y no presenta
una descripcion completa de las formulas utilizadas internamente, sin embargo, como veremos

en los resultados de los ejemplos analizados las diferencias son minimas.
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En este caso también utilizaremos elementos finitos de forma cuadrada con una dimension
de 25 cm. de lado, que como se vera en los ejemplos resulta adecuada para la mayoria de los

analisis.
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5.3. Ejemplo 1: Losa casetonada (rigideces equivalentes)

En la Figura 91 tenemos las variables que definen la geometria de la losa casetonada:

Figura 91: Seccion losa casetonada

Para los coeficientes de rigidez adoptamos las formulas presentadas en el capitulo anterior:

El
D, = Tx (5.8)
_EL, (5.9)
Y a
DD - VER3 (5.10)
77271201 —v?)
Gh® G (l, ], (5.11)
by ="y +3(3+2)

5.3.1. Datos geométricos y calculo de rigideces en MathCad

A continuacion, mostramos las secciones adoptadas

b

L f— a,=0.50 m [ - 1

— [ ]
{ h | ’ hal ha=040 m h |_| hb b, =0.50 m

L J ] al=0.10 m H” hb=0.40 m
e h=0.10 m ’ b1=0.10 m
h=0.10 m

Se tomo una separacion entre ejes de nervios de 0,50 m. en ambas direcciones.
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A continuacioén, mostramos los datos completos del problema tal como se ingresan en la

planilla de célculo.

DATOS (kN.m)

E:=30.10" kl\j modulo de elasticidad g:=5 kI:I
m’ m-
vi=0.2 coeficiente de poisson h:=0.10 m
h:=24 kN 3del 1 bl:=0.10
vh:=24 —~ peso por m3 de hormigon 1:=0.10 m
m
1x:=9.00 m ancho de losa en x al:=0.10 m
ly:=9.00 m profundidad de la losa en y ha:=0.40 m
nx:=18 cant vigas X hb:=0.40 m
ny:=18 cant vigas y

Datos geometricos de la seccion- area y volumen
vigas en direccion x

Ix

nx=18 ayi=—

. I nx

vigas en direccion y

ny=18

=y

by:= -

geometria seccion X Y

sobrecarga
esp losa

esp nervio y
esp nervio X
alt vigas x

alt vigas y

a,=0.50 m entre nervios X

b,=0.50 m  sep entre nervios y

geometria seccion y
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S TRANVEF
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SECCION X-X
area seccion X

Ax:=a,+h+(ha—h)+al =800.00 em’ centro gravedad seccion x
desde borde superior
((ha—h) ’
) (=5 +h

a_‘-h-%+alo(ha—h \

Gx:= - =12.50 cm 40—-12.5=27.50
AX
(aeh’ (. b\ al-(ha—h) (ha—h \
lx::l +agehe Gx—— J+—+al-(ha—h) +h—Gx
12 Y 12 {2 )
Ix=101667 cm” inercia de seccion X

inercia a torsion del nervio en x solamente

M:=35 n:=1,2+1..M
M (nene(ha—h)\)

1 192 al
X)i=— —_—_—r—————— —o(anh =0.26ll
plx) s T Thaen PR N TR
B:=p(M)=0.2611 al=0.10m ha-=h=0.30m
Jx::[i-alA-(ha—h)
Jx=7832 em” torsion de nervio X
SECCION Y-Y
Ay:=byeh+(hb—h)-b1=0.08 m’ area seccion y
centro gravedad seccion x
desde borde superior
by-h-%+bl +(hb—h) (M-Fh\
Gy:= = = =0.13 m
Ay
”b h’ N : 1)
. h) bl+(hb—h) (hb—h \
Iy:=||-< +b,-h-(G —— |+|————+bl«(hb—h +h-G
e S Sy A (Wo=1) {5 )

Iy=101667 em” inercia de seccion y
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inercia a torsion del nervio en y solamente

M:=10 n:=1,2+1..M

(l 192 bl i‘:L.mnh(n-n-(hb—h)\\

B(y):= U:o.zeu

1
3T Tween 2T 2w

p:=p(M)=0.2611 bl=0.10m hb—h=030m
Jy:=B-bl" «(hb—h)

Jy=7832 em’ torsion de nervio y

:=ath +(ay+byeh+ (ag-al+(ha—h)) + ((by—al) +bl+(hb—h)))
x * Yy
kN
qQ:=pp+g pp=4.99 —
m
q=9.99 kI:I
m’

relaciones con la inercia

Relacionaremos la inercia de la seccion con el volumen del mismo y de esta manera comparar y
aprovechar las secciones

Vs:= &=0.21 l, .m’  esto simboliza Volumen en un m2 de superficie

vh m>
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CALCULO DE RIGIDECES DE LAPLACA

RIGIDEZ EQUIVALENTE AFLEXION EN X

E.-Ix
DX —

b}.

RIGIDEZ EQUIVALENTE AFLEXIONENY

_E-Iy
EN

Dy:

RIGIDEZ EQUIVALENTE ACOPLAMIENTO

(B nat 2L jen0gsm? BN
1=+ a,_‘-b}.} m

D}'z = Dx_\'

113

E

G’::
2(1+4v)

KN
m

Dy =61000.00 m" -

KN
m

Dy=61000.00 m™ -

5.3.2. Analisis con series dobles y rigideces equivalentes calculadas
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SOLUCION CON SERIES DOBLES DE NAVIER
coeficiente de carga

M:=15 N:=15 m:=1..M n:=1..N
q=009 N
o
[
4. f el ‘oL eV
a = 4-q “1 |sin(m mex ) sin{" T }\dxdy coeficiente de carga
m,n [x.]_}' JJ \ Ix ) \ l} )

Podemos obtener entonces como vimos en los desarrellos anteriores
a

m,n

C .
R N N (menY [meE) o (wrex)
Do J FREPRFR UL ) U ) TPy

Ya obtenidos los coeficientes podemos obtener la solucion propuesta

114
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Deformaciones de la placa

fon (= maximize (w,x,v)

w (f,mI \ fm,) =7.87 mm

solicitaciones de la placa

q? 2
M;(x.v):==—Dy-—wi(x,y)-D;-—wix,y)
2 dy*
max :=maximize (M;,x,v) Mx(maxl ,max_‘)=5?.10 KN.m
q? 2
M, (x,v)=-Dy —w(x,v)-D;-—wi(x,v)
’ dy” dx
max :=maximize (M_\.,x,y) M, (maxl ,max_') =5710 kKN-m
dld \
My (rs)=2-Dy | ()|
’ T dx \dy
max :=maximize (M ,x +¥) My (maxv ,max') =576 kN-m

d(d
M'_n: (x,¥)=2 'D}x | w(x,¥)|
dy \dx )

max :=maximize (M, X,¥) M._m(maxr ,max')=5.':‘6 EN-m

115
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GRAFICAS
W :=CreateMesh (w,0,Ix,0,1v,45,33)

-

T () . » x = 46 52

Figura 92: Diagramas de desplazamientos y momentos Mx
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MY :=CreateMesh (M,,0,1x,0,ly,45,35)

‘.‘\.
i
!
i
/

MY (KN-m)
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Figura 93: Diagramas de momentos My y Mxy
5.3.3. Analisis mediante elementos finitos (rigideces de software)

Para realizar una comparacion por este método se recurre al analisis mediante la utilizacién
de software especifico que analice este tipo de estructura, donde reproduciremos la misma ti-

pologia tanto geométricamente como la de materiales.

Figura 94: Malla utilizada 25 cm x 25 cm

PH Nuevo espesor - X

Uniforme  Ortdtropo

Nombre: | CAS 50-40-1  Color:

Direccién X
nervios de un lado en dos direcciones
Pardmetros geométricos (cm)

h =[10.0 ha = [90.0 |
hb = | 40.0
a = [s0.0 at=[100 |
b=[s00 | b1=[w0 |
Matrices de rigidez ortétropas Mostrar
[Jespesor Esp  20.3 (cm)
Esp1 40.0 (em) Esp2 40.0 (cm)
O Parametros de la elasticidad del suelo
Material: H30-TESIS v

Cerrar Ayuda

Figura 95: Valores utilizados en el calculo
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Se generaron los mismos estados de cargas, que arrojaron los siguientes resultados:

17 -16 15 -1

Despl Omm
Max=7.7

.
WNorm., (mm)
sos: 3 (SERV)

L ‘fq@ L

. (2/ -
517 6.74 -7.00 8.98 -9.73 _ -10.41 : R .
1690 1634 -14.93 -1263 -9.34 -6.49 -2
o _
-14.68 - ©
D _
°
B
o

-17.94 -13.88
-1263  -1493 -1634  -16.90

-1041  -9.73 -8.98 -7.99 -6.74 -

Direccion X

am - . 920 40 60 80 . . fq.sé’S:;S(SERY?

Figura 97: Diagrama de momentos Myy
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3 8 . -71.53 -7.39 -7.12 . . 4.9
-12.34  -1263 -10.78 -9.68

-1027  -11.59

8.36 -11.24 1730 1647 992 -6.49 o
1889 -15.60 ©
-16.80 1222 R
(=2
2
-
o
1.43
00 _
-5.50
-11.00 po _
-16.50 @
; 2023 8846 ; 2200
2153 ! B 5750
Lz 25 219 2092 10.38 -5 -33.00  _
-8.36 -14.19  -16.04 -17.10 -14.90 -12.38 -38.50
-8.99 . -12.63  -12.49 . -11.89 | -44.00 |
4 6 -49.50
|| 0o _
B 5500
MXX, (kNm/m)
Direccion X
- am . 20 - a0 60 . 80 ques 3 (SERV).
-Baxe 12 e T e T L e e T e I g vea
Figura 98: Diagrama de momentos Mxx
,,,,,,,,,, @ -
@ _
>
o _
>
-0.10 -0.13 7
=
-0.51 -0.64 , o
170 161 149 N
242 229 2.12 5.14 |
;5
3.“'" 293 271 - |

.
o
————— o _
= = M 5y o
&) (@) MXY, (kNm/m)
Direccién X
. . . ; . . . sos: 3 (SERV)
- M"ZIO | I 410 | L 6\0 L 810 L | %:qa L |

Figura 99: Diagrama de momentos Mxy
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Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (kNm/m) | MXY (kNm/m)
1 110/ _3(C) 1.42>> 0.12 453
1/ 7571 3 (C) -57.81<< -57.81 0.00
1 109/ 3 (C) 0.12 1.42>> 453
1/ 7571 3 (C) -57.81 -57.81<< 0.00
1 213/ 3(C) -3.40 -3.40 4.89>>
1/ 1333/3 (C) -3.40 -3.40 -4.89<<

Figura 100: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces de software

Para este caso la deformada maxima tiene un valor de 7,74 mm.

5.3.4. Analisis mediante elementos finitos (rigideces calculadas)

El programa ROBOT Structural Analysis nos permite ingresar directamente los valores de

las rigideces equivalentes en el programa. Para ello ingresamos los mismos valores utilizados

en la solucidn por series, esto es:

D, = 61000 kN *m

D, = 61000 kN *m

D, = 1800,83 kN *m

Dy, = 2708,33 kN *m

En la Figura 101 se observa la ventana del programa ROBOT para el ingreso directo de

los valores de las rigideces a flexion.

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Uniforme ~ Ortdtropo

Nombre: Color:

: il Matrices de rigi..  — X

Matriz de rigidez - estado de membrana D (kN/m)

5000000.0( | 625000.00 0.00
5000000.0¢ 0.00
Simétricamente 1250000.0(

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

122

Direccion X
' definicién por el usuario v/ Simétricamente 2708.33
Pardmetros geométricos (cm)
Matriz de rigidez para el cortante H (kN/m)
Los pardmetros geométricos tienen
que ser determinados definiendo las 0.00
matrices de rigidez.
0.00
Matrices de rigidez ortétropas [ Definir Cancelar Ayuda
Espesor Esp (cm)
eoi[®0 J@  =2lno e
O Parametros de la elasticidad del suelo
Material: |H30-TESIS v
Agregar Cerrar Ayuda

Figura 101: Ingreso directo de rigideces calculadas

El programa también admite el ingreso de rigideces para el corte, pero como se ha despre-

ciado la deformacion por esfuerzo cortante, se le ingresan valores nulos. En la Figura 102 ve-

mos un detalle de las rigideces ingresadas.

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

61000.00

1800.83

61000.00

Simétricamente

0.00

0.00

2708.33

Figura 102: Detalle de ingreso de las rigideces calculadas

Para los desplazamientos se obtuvo un valor maximo de 7,87 mm coincidente con el va-

lor obtenido por series.
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Figura 103: Diagrama de desplazamientos

¢ — 050
§ Max= 0.0
Min= 0.0
0.0
0
B 140
210
2.80
-3.50
P
-4.90
-5.60
6.30
Bl ;00
Il ;0
;g

 " WNorm., (mm)
I casos: 3 (SERV)

Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (KNm/m)| MXY (kNm/m)
1 110/ 3(C) 0.00>> 0.00 570
1/ 7571 3(C) 57.15<< 5715 0.00
175/ 3(C) 0.00 0.00>> 570
1/ 7571 _3(C) 5715 57.15<< 0.00
1 4 3(C) -0.01 0.01 5.75>>
1 3 3(C) -0.01 -0.01 5.75<<

Figura 104: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces calculadas

123

A continuacidn, se muestra una tabla comparativa de resultados para la losa casetonada.

LOSA CASETONADA
DEF
Convergencia Serie M-XX M-YY M-XY
COMPARACION DE RESULTADOS ESTADO MAX
M N (mm) | (kN.m/m) [ (kN.m/m) [ (kN.m/m)
5 5 7,87 57,34 57,34 5,70
METODO ANALITICO por series - L SERVICIO Lk S Sl e
20 20 7,87 57,11 57,11 5,76
METODO 1: 30 30 7,87 57,12 57,12 5,76
POR RIGIDEZ | ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) con malla elementos
SERVICIO 7,74 57,81 57,81 4,89
EQUIVALENTE | tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |, . SERVICIO | 7,87 57,15 57,15 5,75
cilculo finitos 25 cm x 25 cm
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Figura 105: Comparacion de resultados para losa casetonada
Como se puede apreciar en la tabla 5.3 con M=N=10 términos en las series se obtienen

resultados convergentes con suficiente precision.

Por otro lado, se obtienen los mismos resultados, usando rigideces calculadas, tanto para
elementos finitos como para la solucion por series. Esto indica que la densidad del mallado de

elementos finitos es adecuada.

Cuando se utiliza el programa ROBOT con las rigideces provistas por el software, las
diferencias para los desplazamientos y momentos Mx y My son del orden del 1% y de casi 18%
para el momento torsor Mxy. Esto indica una leve diferencia en la formulacion que utiliza el
programa con respecto a las formulas obtenidas de bibliografia y utilizadas para calcular las

rigideces.

Como conclusion se puede decir que las tres metodologias de calculo dan resultados simi-
lares. Esto asegura que el tamafio de elemento finito utilizado es adecuado y que podriamos
usar el programa para calcular losas casetonadas de forma arbitraria y con diferentes condicio-

nes de apoyo.
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5.4. Ejemplo 2: Losa ahuecada con nervios en las dos direcciones (rigideces

equivalentes)

En la Figura 106 tenemos las variables que definen la geometria de una losa ahuecada

doble T (nervios en las dos direcciones)

Figura 106: Seccion ahuecadas con nervios en las dos direcciones

Para los coeficientes de rigidez adoptamos las formulas presentadas en el capitulo anterior:

D, = _ Bk 5.21
o - EI, (5.22)
Y7 (1—-v2) *a
D, = D, = v,/D,D, (5.23)
b GA? (5.24)
Xy w Z %

5.4.1. Datos geométricos y calculo de rigideces en MathCad

A continuacién, mostramos las secciones adoptadas (iguales en ambas direcciones)

geometria seccion X

. a -

a4,=060.00 cm
ho t hl=5.00 cm
) h2=5.00 cm
s : al =10.00 cm
A h=40.00 cm
h3:=h—(hl +h2)=30.00 cm

h1

Figura 107: Seccion ahuecadas en direccion x
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geometria seccion y

ogo

b

b, =60.00 cm

h1=0.05 m
h2=0.05 m
bl=0.10 m
h=040 m

h3:=h—(hl +h2)=0.30 m

b:=0.82

Figura 108: Seccion ahuecadas en direccion y

126

Para este caso se adopté una separacion entre ejes de nervios de 0,60 m. en ambas

direcciones.

A continuacioén, mostramos los datos completos del problema tal como se ingresan en la

planilla de célculo.

DATOS (kN.m)

Ei=30.10° 1N
m

vi=0.20

(N
vh:=24 I\_3

m

Ix:=9.00 m
ly:=9.00 m
ny:=15
nx:=15

modulo de elasticidad

coeficiente de poisson
peso por m3 de hormigon

ancho de losa en x
profundidad de la losa en y
cant vigas y

cant vigas X

Datos geometricos de la seccion- area v volumen

vigas en direccion X

vigas en direccion y

_x

=]

e

Il

—

"
-

|

=
=
]
—
¥

m
h:=40 ¢m
bl:=10 cm

al:=10 cm
hl: =5 c¢m
h2:=5 cm

a, =60 cm

b}. =60 cm

sobrecarga

esp losa
esp nervio v

esp nervio x

esp inf losa
esp sup losa

sep entre nervios x

sep entre nervios y
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geometria seccion X

T a— a,=60.00 cm
h2 A h1=5.00 cm
T T h2=5.00 cm
hS ) b al =10.00 cm
h=40.00 cm
! h3:=h—(hl +h2)=30.00 cm
h1

¢oob e
P 1 by =60.00 cm
T h1=0.05 m
H3 5 h2=0.05 m
bl =0.10 m
. h=0.40 m
n 4 h3:=h—(h1+h2)=0.30 m
b:=0.82

CALCULO DE INERCIAS de SECCIONES TRANVERSALES

SECCION X-X
Ax:=ag+hl+a,+h2+h3+.al =900.00 cm™ area seccion X

centro gravedad seccion x desde borde superior

ax'h; +h3-al-(l;3 +h1)+ax-h2-(h—£)
Gx:= =20.00 cm
Ax
«h2 ’
Ixl = 2 +ax-h2--/-{ _02) 6y} —02500 em®
W\ 2) ),
«h1’ ’
Ix2:= %1 +ax-hl-(Gx—h—l\ =92500 ch
"7 2)
3 I 2|
Ix3:= 2003 +al-h3-|(Gx—(M+hl“ | =22500 cm®
12 I\ |2 )) |

Ix:=Ix1 +Ix2 +Ix3

Ix=207500 cm* inercia de seccion X

127
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inercia a torsion del nervio en x solamente

e —————————
I, 41 h2
/. h1
d:= h—l;—l—l;—2—35 00 cm Atx:=Ix-d=31500 cm’
como hl=h2
S S Ge=— &
2 (Ix+d) 2 (1+4v)
hl

Jx=2653075 cm"

SECCION Y-Y

Ay:=by+hl+by+h2+h3+bl=900.00 cm”

centro gravedad secciony desde borde superior

Gx-:b b1’ (1‘23 +h1)+by.hz-( —1’2—2)
: ~
=202 +by-h2-((h—%)—Gx)
__byeht’ L _h_l\z
Iy2 = B +by hl kGX 2)
I 2
bl+h3’ (. ((h3) )
Iy3:=——— 4+ bl-h3.1|G hii} |
e 02 )

Iy:=Iyl +Iy2+1y3

Iy =207500 cm”

inercia de seccion y

torsion de nervio x ancho completo de losa

area seccion Y

=20.00 cm

128
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inercia a torsion del nervio en y solamente

T T B e Bl 1|
hdl h2 |
| |
R ) TR 4
/5 /N
dizh—2L B2 6350 Atyi=ly.d=31500 cm’ Gi=—
2 2 2 (1+4v)
2 como hl=h2 ly=9.00 m
__ Aty
2 (ly+d) Jy=2653075 em” torsion de nervio y
hl

ppi= Vhb « (agby+h2 +ag+by+hl +h3+al b +h3+bl+ (a,—al))
ax* by

kN
pp=4.60 —~ qQ:=pp+g

- kN

q=9.60 —
m
relaciones con la inercia Vs:=2=0.19 17 em’
vh m-

espesor promedio ESPpromedio = V$=0.19 m
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CALCULO DE RIGIDECES EQUIVALENTES DE LAPLACA

El RIGIDEZ EQUIVALENTE A FLEXION EN X
D, = ol
* (1 — Vz) * b E.Ix
DX =—
D _ EIy (l —v > 'by
Y (1-v?)+*a
Dy=108073 m’ + N
D, = D, = vy/D,D, X m
GA? RIGIDEZ EQUIVALENTE A FLEXION EN'Y
ny — —dS E.Ty
W Z — DY ::—7
t (1-v?)
l—v7)e.a,
Dy=108073 m’ « N
m
RIGIDEZ ACOPLAMIENTO D,:=v-\Dy+Dy

D,=21615 m” « N
m

D,:=D,

Dy=21615 m” +

m
RIGIDEZ EQUIVALENTE A TORSION
D= A Dy, =36848 m’ «
2 (Ix+4d) m
x.——~—T27
hl
G- Aty Dy, =36848 m” « Ll

YX::
ly- 2 (ly+d) m
hl
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5.4.2. Analisis con series dobles y rigideces equivalentes calculadas

SOLUCION CON SERIES DOBLES DE NAVIER

coeficiente de carga

mnx nmw
Amn = f f p(x,¥) sin sm—)dx dy

como q es constante enx ey p(x.v) sale fuera de la integral v los entornos de integracion
seran los correspondientes a 1a ubicacion de la misma

M:=10 N:=10 m:=1..M n:=1..N

Ix=000m Iy =900 m

g

a = 4.q . Sm

m.n lx.l}r JJ
00

(7 s

Tl )¢

coeficiente de carga

Proponiendo la sclucion por series dobles

mnx | Ny
w(x,y) = Z Z Conn sm—smT

m=1n=

Podemos obtener entonces como vimos en los desarrollos anteriores

a - -
mn

m 2 n

(m K\ +2 (2 D, +D1) \m 'Tt\ (?1 '“\ {H'OJT\

P J Uy ) Py )

'a obtenidos los coeficientes podemos obtener n 1a solucion propuesta
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Deformaciones de Ia placa

MM TeTle oMoy
wix,v)= > E(CM.J.-sin(m l; x) (n t ))

m'=1 n'=1

flecha maxima

fa == maximize (W, X,v)

(fmax i ) =252 mm
solicitacicnes de 1a placa
d 2 2
M, (x,) =Dy ~—w(x,y) ~D; o —w(x,)
dx dy*
max :=maximize (M, X,¥) M. (maxl ,maxﬁ) =36.75 kN.m
d 2 2
M, (x,y) =Dy ~— —w(x,y)
’ dy dx”
max :=maximize (M, X, ¥) L-g.(maxl,maxz)=36.75 kN.m

M (x,¥):=2+Dy —{iw(x,y)]
dx \dv

max :=maximize (M, x,¥) l\-Ix_,.(max__,maxz)=25.91 kN.m

1\'1_@ (x,¥):=2 ’Dyx i {i w(x r.,"’)}
dy \dx

max::maximjzc(M}x,x,y) L-I}x(max__,maxz)=25.91 KN.m

Qx(x,}')=—(—M;(x |- (%M@(x,y)]

Q.(3,3)=643 N
m
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GRAFICAS
w:=CreateMesh (w,0,1z,0,ly,45,35)  grafico de deformaciones

- Mz (EN-m)

4.0 20 120 168 W00 0 b 1)) 0 360

Figura 109: Diagramas de desplazamientos y momentos Mx
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My :=CreateMesh (My,O,l:l:,O,ly,45,35)

.
N..‘-'..-o-o-.l"""-

/

{

H

H

H

H

H

1

1
>

40 =0 120 160 00 Mo =0 n 360

Mzxy:=CreateMesh (Mw,O,Iz,O,ly,45,35)

Mzy (kN-m)

~MLG 1600 0D 500 0 BN MLDE IGO0 MU

Figura 110: Diagramas de momentos My y Mxy

134
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5.4.3. Analisis mediante elementos finitos (rigideces de software)

Para realizar una comparacion por este método se recurre al analisis mediante la utilizacion
de software especifico que analice este tipo de estructura, donde reproduciremos la misma ti-

pologia tanto geométricamente como la de materiales

Figura 111: mallado 25cm x 25 cm de la losa a analizar

PH Nuevo espesor - X

Uniforme  Ortdtropo

Nombre: Color:

Direccién X

piso alveolar con rigidizadores en dos direcciones v
Pardmetros geométricos (cm)

i h = [40,0 hi =[50
| h2 = | 5,0
| a =|60,0 a1 = [ 10,0

b = |60,0 b1 = | 10,0

Matrices de rigidez ortétropas Mostrar
| [Olespesor Ep 192  (m)
| Esp1 40,0 (cm) Esp2 40,0  (ecm)
I D Pardmetros de la elasticidad del suelo
Material: H30-TESIS v

Cerrar Ayuda

-

Figura 112: Datos utilizados en el calculo
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Se utilizan las mismas cargas que para la solucion por series y se define un mallado de

25cm de lado obteniendo los siguientes resultados:

Despl Omm
Max=2,6

i kPa
-PZ kG

26 o

g WNorm‘:;lm‘rﬁ)'o i
casos: 3 (SERVICIO REAL)
~ T | :T, 4.0 6,0 8,0 \ 1q,0

| Vista

casos: 3 (SERVICIO REAL)
[~]~ L 1 1 1 1 1 L 1q‘0 L i

Figura 114: Diagrama de momentos Mx
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5,06 -7,60 -9,54-11,00 -12,51 -13,33 -13,53 -13,13 -12,09 -10,32

§ A , % , &% , & , 190

fkPa’
-PZ kG

casos: 3 (SERVICIO REAL)

3,34
= 00 & —
-3,50

-7,00
-10,50- =
-14,00
- -17,50

-21,00

B 4’50
-28,00
s
50
;s
MYY, (kNmim).,
DireccionX’ © |

0

0T
|

L Vista

Figura 115: Diagrama de momentos My

.{\! -
o
.o
o
6  -303-1,96-0,85
: . 2,9 . : - . -
60 2,91-2,752,48-2,14 1,31 -0,85 0,37 “HkPa
3 -PZ kG
-0,58
-0,37 -0,85 -1,31 | gg;g & —
2.9 .,
-0,85 -1,96 -3,03 18,00
13,50
2 10,55 9,97 8,96 7,71 6,27 4, 9,00 =
4,50
86 14,2313,4112,0210,32 8,38 6,27 4 ’
2313, LY
6,64 14,8712,7410,32 7,71 4,9 -4,50 . > _
5 ©
14,8712,02 8,96 5,76 [ ]
] -13,50
6,6413,41 9,97 6,40 ] -18,00, H
-22,50
16,0112,41 8,67 4,8 | -25,73
MXY, (kNmim) o,
Direccion’ X’ ©
casos: 3 (SERVICIO REAL)
|a]~ 1 40 | 6,0 L 80 L 190 L

Figura 116: Diagrama de momentos torsionales Mxy
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Panel/Nudo/Caso MXX (KNm/m) [ MYY (KNm/m) | MXY (kNm/m)
1/ 109/ 3(C) 3,34>> -1,81 12,00
1/ 7571 3(C) -37,05<< -37,05 -0,00
1 110/ 3 (C) -1,81 3,34>> 12,00
1/ 7571 3(C) -37,05 -37,05<< -0,00
1 213/ 3(C) -2,19 -2,19 25,15>>
1 181/ 3(C) -2,19 -2,19 -25,15<<

Figura 117:: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces de software

Para este caso se obtuvo una deformacion maxima en servicio 2.6 mm

5.4.4. Analisis mediante elementos finitos (rigideces calculadas)

El programa ROBOT Structural Analysis nos permite ingresar directamente los valores de
las rigideces equivalentes en el programa. Para ello ingresamos los mismos valores utilizados

en la solucidn por series, esto es:

D, = 108073 kN xm (5.17)
Dy, = 108073 kN * m (5.18)
D, = 21615 kN *m (5.19)
Dy, = 36848 kN * m (5.20)

En la Figura 118 se observa la ventana del programa ROBOT para el ingreso directo de

los valores de las rigideces a flexion.

El programa también admite el ingreso de rigideces para el corte, pero como se ha despre-

ciado la deformacion por esfuerzo cortante, se le ingresan valores nulos.

En la Figura 119 vemos un detalle de las rigideces ingresadas.
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” Nuevo espesor -

Uniforme  Ortdtropo
j} Matrices de rigi... = X

Matriz de rigidez - estado de membrana D (kN/m)

46875000 | 625000.00| .00
4687500.00  0.00
Nombre: | [MATHCAD | Color: Simétricamente 1250000.0(

‘ Direcddn X Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)
definicién por el usuario v 108073.00 21615.00 0.00
Parametros geométricos (cm)
108073.00 0.00

Los parémetros geométricos tienen Simétricamente

que ser determinados definiendo las 36848.00

matrices de rigidez.
Matriz de rigidez para el cortante H (kN/m)

Matrices de rigidez ortétropas Definir l 0.00
Espesor Esp (em) 0.0
B[00 Je 2[00 | | g | [ conctlr | [ avuco

O Pardmetros de la elasticidad del suelo
Material: |H30-TESIS v
Agregar | Cerrar l | Ayuda

Figura 118: Ingreso directo de rigideces calculadas

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

108073.00 21615.00 0.00

108073.00 0.00

Simétricamente 36343.00

Figura 119: Detalle de ingreso de las rigideces calculadas

Para los desplazamientos se obtuvo un valor méximo de 2,52 mm coincidente con el valor

obtenido por series.
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pZ=-5.00

casos- 3 (SERVICIO REAL)

Figura 120: Diagrama de desplazamientos

Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (kNm/m)| MXY (kNm/m)
1/ 40/ 3(C) 0.01>> 0.00 25.72
1/ 7571 _3(C) -36.71<< 36.71 0.00
1/ 39 3(C) 0.00 0.01>> 2572
1/ 7571 3(C) 3671 -36.71<< 0.00
12 3(C) 0.04 0.04 25.95>>
1 1 3(C) -0.04 0.04 -25.95<<

Figura 121: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces calculadas
A continuacion, se muestra una tabla comparativa de resultados para la losa ahuecada con

nervios en las dos direcciones
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LOSA AHUECADA CON NERVIOS EN LAS DOS DIRECCIONES

141

DEF
COMPARACION DE RESULTADOS Convergencia Serie | corapo | max | VXX | MY MY
M N (mm) |(kN.m/m)|(kN.m/m)|(kN.m/m)
3 3 2,51 36,00 36,00 25,21
METODO ANALITICO por series > > SERVICIO 252 | 3694 36,94 25,66
10 10 2,52 36,75 36,75 25,91
METODO 1: 13 13 2,52 36,72 36,72 25,98
MENTOS FINIT FTWAR lla el
POR RIGIDEZ EL.E E J 0sS 0S ( SOFTWARE) con . ma a elementos SERVICIO | 2,61 37,05 37,05 25,15
EQUIVALENTE | tipologia de losa gue trae el programa |finitos 25 cm x 25 ¢cm
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |,. . SERVICIO | 2,52 36,71 36,71 25,95
cilculo finitos 25 cm x 25 cm

Figura 122: Comparacion de resultados para losa ahuecada con nervios en dos direcciones

Como se puede apreciar en la Figura 122 con M=N=10 términos en las series se obtie-

nen resultados convergentes con suficiente precision.

Por otro lado, se obtienen los mismos resultados, usando rigideces calculadas, tanto para

elementos finitos como para la solucion por series. Esto indica que la densidad del mallado de

elementos finitos es adecuada.

Cuando se utiliza el programa ROBOT con las rigideces provistas por el software, el error

para los desplazamientos es del 4%, para momentos Mx y My es del orden del 1% y del 3%

para el momento torsor Mxy. Esto indica una leve diferencia debido a una formulacion distinta

utilizada por el programa con respecto a las formulas obtenidas de bibliografia y utilizadas para

calcular las rigideces.

Como conclusion se puede decir que las tres metodologias de calculo dan resultados simi-

lares. Esto asegura que el tamafio de elemento finito utilizado es adecuado y que podriamos

usar el programa de elementos finitos para calcular losas ahuecadas con nervios en las dos

direcciones para losas de geometria arbitraria y con diferentes condiciones de apoyo.
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5.5. Ejemplo 3: Losa ahuecada unidireccional (rigideces equivalentes)

En la Figura 123 tenemos las variables que definen la geometria de una losa ahuecada con

cilindros (ahuecado unidireccional)

o—pl

le-

- ~ ——»

Figura 123: Seccion losa ahuecada unidireccional

Para los coeficientes de rigidez adoptamos las formulas presentadas en el capitulo anterior:

a\*rt
Dx = 12(ft—3 v?) o 3n<(?) ((f)) -2
16|11+ o )
Et3 d 4
Dy = Za vy " [1 _ <?) ] (5.22)
Dy =v |D:Dy = Dy (5.23)
L (1+5)(+9H(1-%) (5.24)
T D)+ @ 0-9)
1
Dyx =5 Dxy (5.25)
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5.5.1. Datos geométricos y calculo de rigideces en MathCad

PLACA AHUECADA INIDIRECCIONAL CALCULO ANALITICO

INERCIAS TIPOLOGIA
d\* [t
- Et3 ) 3n (?) (Z)
x — 2 -
) 000
v <h
¥
b - Et3 d)3 N 41
y—lz(l_VZ)* 1_(? k—P\—D‘ kd
d d 2
B Eh3 3n(1 +d_v)(1 +T)<1—t1'>
Y1214 v) t dz
4 (1+d—v)+(d—v)(1—t1-)
d d d?
n? sn(1+7)(1+7) (1 _F)I
V76 d t d?
41’1(1 +a:)+ H;)(l _?T),l
DATOS (kN.m)
E:=30.10° k—I:I modulo de elasticidad g:=5 k—l\j sobrecarga
m- m-
v:=0.20 coeficiente de poisson t:=0.40 m esp losa
yh:=24 — peso por m3 de hormigon d:=0.30 m diametro
m
1x:=9.00 m ancho de losa en x n:=22 cant cilindros
ly:=9.00 m profundidad de la losa en 'y | d
dvi=——2"C _0.10 m
b:=1m ancho de la seccion n+l1

Datos geometricos de la seccion- area y volumen

geometria seccion X

Py:=dv+d=0.40 m

Py=0.40 m

t=0.40 m
d=030m
dv=0.10 m
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CALCULO DE PESO PROPIO
( 2 -
Ppi= Yh .k Veteb—7 .d . }:540 LI\
Vb m”
_ d _‘
Vs:=Py-t-b—mn- 3 «b=0.09m
pp=3.40 LI\ q:=pp+g
= KN
m’ -
relaciones con lainercia  Esp:= P\'I sb =023 m

Relacionaremos la inercia de la seccion con el volumen del mismo ¥ de esta manera comparar v
aprovechar las seccicnes

CALCULO DE RIGIDECES DE LAPLACA

RIGIDEZ EQUIVALENTE A FLEXIONEN X
(@) ey

\
R B Sl .
=Bt b\ j e |=135038 m® . 1
12 (1—\“) | 16 {1+(d\\ | m
\ U lav)] )
RIGIDEZ EQUIVALENTE AFLEXIONEN Y
B 3 { ;‘\ i
Dy=— ot [V et N
12 (=) \t)) m G E
2 (1+v)
RIGIDEZ EQUIVALENTE ACOPLAMIENTO
D, :=v-Dy D;=27188 m* - &N
m
, D,+D
Dyi=v-Dy  D,=22786 m'-l‘;‘I D= 1; 2
RIGIDEZ EQUIVALENTE A TORSION
gt I {H;) (Hd} -4 \'\I KN
D=2t | Lt ssesom’
A N A AN AN R m
| 4en- 1+ 11=""1
| U7 av) \av) Wt )
D=} Dy=22826m* - 1
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5.5.2. Analisis con series dobles y rigideces equivalentes calculadas

SOLUCION CON SERIES DOBLES DE NAVIER
coeficiente de carga

como g es constante enx ey p(x,v) sale fuera de lz integral v los entomos de integracion
seran los correspondientes a la ubicacion de la misma
M:=10 N:=10 mi:=1..M n:=1..N
kN
m.‘
Ix=900m Iy=900m

q=1040

Ik v

_ 4.q ff fm eme

a | sin x) sm- ARy \dx dy coeficiente de carga
m .0 lxl\JJ \lx) \ }

Proponiendo la selucion por series dobles

Podemos obtener entonces como vimos en los desarrollos anteriores

a
m ,n
—

m,n

- (mex\ " 1 (mex) (n-':\ (nex\
ity j PRI (U TPy

Ta obtenidos los coeficientes podemos obtener la solucion propuesta

Deformaciones de la placa

e e 3 5o L (memex) L (nemey))
wix,v):= *EH.Z:,'CM-.-‘- sm-\ ) -sin Ty )

flechaz maxima
£y = maximize (w,x,v)

W (mel . fm.) =2.30 mm
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solicitaciones de la placa

2 2
I\'ix (X ,}') = ’})
dx” dy”
max :=maximize (M;,x,v) Mx(maxl,max‘)z-il.?é KN-m
d? d’
M, (x,v)=-Dy — w(x,v)-D;-—— w(x,v)
’ dy” dx”
max :=maximize (M_‘.,x,j.') M}.(maxl,max')zx.l.’- EN-m
d [d
My (x,¥):=2 Dy — {— wv(x,y )J
dx \d
max :=maximize (My,X,¥) My (max‘ ,max') =2039kN-m
d(d \
Mﬁ(x,y) =2Dy —|—w (x,3)]
v \dx ]
max :=maximize (M3, X, ¥) My (mzml ,maxt) =1469 KN.m
\ (4 \
Qx(x. ‘)—I Mi(x,9) =1 Mg(x.0)]
\dx J \dy ]

Q.(0,4.5)=30.91 kN

Qe (x.¥)= {div M, (x ,:\‘)) - (:—x Mz (x ,3‘)]

146
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W :=CreateMesh (w,0,1x,0,Iv,45,353)
grafico de deformaciones

-

000
DX

o

1L W X0 480 40 &£ 20 30 000

L& Y ) s 1 138 iLE 1.9 2 im

MX :=CreateMesh (M, 0,1x,0,ly,45,33)

W (mm)

MX (KN.m)

Figura 124: Diagramas de desplazamientos y momentos Mx
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MY :=CreateMesh (My,0,Ix,0,ly, 45 ,35)

MY (kN-m)

MXY :=CreateMesh (M, 0,1x,0, Iy, 45 ,35)

-

MXY (KN-m)

-M -8 12

Figura 125: Diagramas de momentos Mx y Mxy
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5.5.3. Analisis mediante elementos finitos (rigideces de software)

Para realizar una comparacion por este método se recurre al analisis mediante la utilizacién
de software especifico que analice este tipo de estructura, donde reproduciremos la misma ti-

pologia tanto geométricamente como la de materiales.

Figura 126: mallado 25cm x 25 cm de la losa a analizar

Uniforme Ortotropo

he

v

M
Nombre: | HUECA 40D|  Color:

Direccién X

Losa hueca v
Pardmetros geométricos (cm)

ho = | 30.0

[ pescuidar Ia rigidez de flexién transversal

Matrices de rigidez ortétropas Mostrar

[CJespesor Esp | 22.3 (cm)
Esp1 40.0 (cm) Esp2 40.0 (cm)

[l Parametros de la elasticidad del suelo

Material: H30-TESIS S

Cerrar Ayuda

Figura 127: Datos a utilizados en el calculo
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Se utilizan las mismas cargas que para la solucion por series y se define un mallado de

25cm de lado obteniendo los siguientes resultados:

! ‘

"'\_B ‘

- 00
-0.60
"0.80 .
100

120

B ;40

Py d

-1.60
- ~1.80

= 200

PN

B
246

P~ "WNorm., (rifn)
-~ casos: 3 (servicio)

Figura 128: Diagrama de desplazamientos

=' 0.0
— -4.00
-8.00
-12.00 -
16.00
- "_20_"00 "
-24.00 .
B 52 00
e 32 00 °
Bl 3500
Bl 4000
LRy

- casos: 3 (servicio)

Figura 129: Diagrama de momentos Mx
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=' 0.0
3.50
-7.00
-10.50 -
-14.00

Bl 4750
-21.00 .

B 54 50
== 28.00 -

= 3150
-35.00

LSRR

%2~ Dirscaon X"
.~ casos: 3 (servicio)

Figura 130: Diagrama de momentos My

= 28.38
T 25:00
— 20.00

B 000
-, -15.00 -
-20.00

Bl 5500
LIy

MXY, (kNm/m)
2., Direcaion X |

- casos: 3 (servicio)

Figura 131: Diagrama de momentos torsionales Mxy
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Panel/Nudo/Caso MXX (kKNm/m) [ MYY (kNm/m) | MXY (kNm/m)
1 5/ 3(C) 3.73>> -3.09 -13.03
1/ 7571 3(C) 42.12<< -37.11 0.00
1/ 144/ 3(C) -1.17 3.33>> -11.73
1/ 7571 3(C) -42.12 -37.11<< 0.00
1/ 1266/ 3 (C) -3.90 -3.58 27.85>>
1/ 216/ 3 (C) -3.90 -3.58 -27.85<<

Figura 132: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces de software

Para este caso se obtuvo una deformacion maxima en servicio 2.46 mm.

5.5.5. Analisis mediante elementos finitos (rigideces calculadas)

El programa ROBOT Structural Analysis nos permite ingresar directamente los valores de

las rigideces equivalentes en el programa. Para ello ingresamos los mismos valores utilizados

en la solucidn por series, esto es:

D, = 135938 kN = m
D, = 113932 kN *m
D, = 27188 kN *m
D, = 22786 kN *m

Dy, = 45652 kN *m

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Para la rigidez flexional cruzada tomamos un valor medio para ingresar al programa

D, +D
L 2 _ 24890 kN *m

(5.26)

En la Figura 133 se observa la ventana del programa ROBOT para el ingreso directo de

los valores de las rigideces a flexion.
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El programa también admite el ingreso de rigideces para el corte, pero como se ha despre-

ciado la deformacion por esfuerzo cortante, se le ingresan valores nulos.

En la Figura 134 vemos un detalle de las rigideces ingresadas.

1 Matrices de rigi... =

” Nuevo espesor -

. Matriz de rigidez - estado de membrana D (kN/m)
Uniforme ~ Ortdtropo

6977669.1 | 625000.00 0.00
3125000.0( 0.00
Simétricamente 1250000.0(

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

Nombre: Color: Auto v I135938'00| I24987'00 | 0.00

113932.00

Direccién X 0.00

[ Simétricamente

definicién por el usuario v 45652.00

Pardmetros geométricos (cm)
Matriz de rigidez para el cortante H (kN/m)

Los pardmetros geométricos tienen
que ser determinados definiendo las _l 0.00
matrices de rigidez. 0.00

Cancelar Ayuda

Matrices de rigidez ortdtropas Definir

Espesor Esp (cm)
epi[00 @  ep2[00 @

D Paradmetros de la elasticidad del suelo
Material: H30-TESIS v

Agregar ‘ Cerrar Ayuda

Figura 133: Ingreso directo de rigideces calculadas

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

135938.00 24987.00 0.00
113832.00 0.00
Simétricamente 45652.00

Figura 134: Detalle de ingreso de las rigideces calculadas
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Para los desplazamientos se obtuvo un valor méximo de 2,29 mm coincidente con el valor

obtenido por series.

0.0
- -0.20

— -0.40

-0.60
-0.80
-1.00
- -1.20
-1.40
-1.60

-1.80
B ;00

= 220
-2.29

& -WNorm., (thm)
“-casos: 3 (servico)

Figura 135: Diagrama de desplazamientos

Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) [ MYY (kNm/m) [ MXY (kNm/m)
1400 3(C) 0.01>> 0.01 29.04
1 7571 3(C) -41.53<< -35.54 -0.00
139 3(C) 0.01 0.01>> 29.06
1 7571 _3(C) -41.53 -35.54<< -0.00
1 4 3(C) -0.04 -0.04 29.31>>
11 3(C) -0.04 -0.04 -29.31<<

Figura 136: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces calculadas
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undireccional promedio de D1y D2

155

DEF
Convergencia Serie
COMPARACION DE RESULTADOS € ESTADO | MAX M-XX M-YY i
M N (mm) | (kN.m/m)|(kN.m/m) [ (kN.m/m)
3 3 2,30 40,53 34,38 28,58
. 5 5 2,30 41,97 35,37 29,11
METODO ANALITICO por series 10 10 SERVICIO 2.30 2176 35,17 29,39
METODO 1: 30 30 2,30 41,69 35,11 29,53
POR RIGIDEZ | ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) con malla elementos
A 42, ) »
EQUIVALENTE tipologia de losa gue trae el programa [finitos 25 cm x 25 cm SERVICIO | 2,46 212 3711 27,85
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |_. . SERVICIO 2,29 41,53 35,54 28,31
cileulo finitos 25 cm x 25 cm

Figura 137: Comparacion de resultados

Como se puede apreciar en la Figura 137 con M=N=10 términos en las series se obtie-

nen resultados convergentes con suficiente precision.

Por otro lado, se obtienen practicamente los mismos resultados, usando rigideces calcula-

das, tanto para elementos finitos como para la solucion por series. Esto indica que la densidad

del mallado de elementos finitos es adecuada.

Cuando se utiliza el programa ROBOT con las rigideces provistas por el software, el error

para los desplazamientos es del 8%, para momentos Mx y My es del orden del 4% y del 8%

para el momento torsor Mxy. Esto indica una leve diferencia debido a una formulacion distinta

utilizada por el programa con respecto a las formulas obtenidas de bibliografia y utilizadas para

calcular las rigideces.

Como conclusion se puede decir que las tres metodologias de calculo dan resultados si-

milares. Esto asegura que el tamafio de elemento finito utilizado es adecuado y que podria-

mos usar el programa de elementos finitos para calcular losas ahuecadas unidireccionales con

diferentes condiciones de apoyo.




Capitulo 5: Andlisis por Rigideces Equivalentes 156

5.6. Ejemplo 4: Losa ahuecada con esferas (rigideces equivalentes)

En la Figura 106 tenemos las variables que definen la geometria de una losa ahuecada

doble T (nervios en las dos direcciones)

Figura 138: Ancho genérico y separaciones entre esferas

Para los coeficientes de rigidez adoptamos las formulas presentadas en el capitulo anterior:

4

U i P O (526)
XY= T a0 ah’
. (5.27)
D. =D, = VER (35) ="
177271201 -v?) ah3
. (5.28)
o _Grlx R? = (%)« d?
xy *
8 |
h+(%)5*d
: (529)
CGxly W ()
Dyx - 8 2*ly1 11



Capitulo 5: Andlisis por Rigideces Equivalentes 157

5.6.1. Datos geométricos y calculo de rigideces en MathCad

PLACA AHUECADA con esferas

INERCIAS TIPOLOGIA
4 . a .
T\5 .4 | | .
Eh? (5)° @
bx=by=qa-»|'~" ll : ;
4 [ |
1 L .
D =D, = vER? _(ﬁ)s.d‘ - ‘ edbe !
T 120-v?) ah3
LY )é
G*x_ h* 10 *d?
Dyy = 8 ‘Tﬂ E:=30-10° —klj modulo de elasticidad
—Lrx
h+({5)°*d o . .
10 , v:=0.20 KN coeficiente de poisson
Gly, h2- (111_0)3 g2 ~h:=24 — peso por m3 de hormigon
Dyx - 8 2= ly 1 m
e 1x:=9.00 m ancho de losa en x
h+ (ﬁ) *d ly:=9.00 m profundidad de la losa en y
DATOS (kN.m)
g:=5 ﬁ sobrecarga d:=0.30 m
2
m esp losa n:=20
h:=0.40 m  diametro
db :=¥:0.14 m cant cilindros a:=db+d=0.44 m
n+

Datos geometricos de la seccion- area v volumen

geometria seccion X

a=0.44 m
D= — h=0.40 m
a d=0.30 m
t % db=0.14 m
>
db’

1
Inercia equivalente () 5
n hi:={ " ! .d=23.80 cm
(10)



Capitulo 5: Andlisis por Rigideces Equivalentes 158
m\1/5 .
Cabe destacar que el valor h; = (ﬁ) d = 0,793286 = 0,80.d pudiendo reemplazar

la esfera por un cubo donde su medida es h; = 0,80.d daran valores muy aproximados

Igualmente, si relacionaramos el volumen de una esfera y un cubo de volumen equivalente

la relacion también es muy aproximadaa h; = 0,805999 *d = 0,8 *x d

Por lo tanto para resolver con un software que solo tenga losas ahuecadas con nervios en las 2
direcciones puede resolverse y el peso propio puede ser calculado directamente por el soft-

warec

. 4 (dy 3
"e--:c-m='—'7r - "r‘u —h'
=3 () =
St v'es fera = v.ruba
h,‘_i-yr-fi\s
3 (2]
N — 3 4 [‘d‘\a
\'.hq = \|' W=y
3 (2]

3 ‘1 i 71
hi=1\ "« «d

=Ny
h, =0.80599508 . d

Como vemos por cualquier camino encarado esa relacion 0,80 d convierte en un problema fa-

cil de resolver con un software adecuado, o planilla de calculo
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CALCULO DE PESO PROPIO
3
pP::%.( -h—_-'n' (d)) 787ﬁ
a 3 2 m
Vs:i=PP —0.33 m
~h
kN
pp=7.87 —  q:=pp+g A:=1
m kN
q=12.87 —
m

relaciones con la inercia Esp:= % =0.33 m

Relacionaremos la inercia de la seccion con el volumen del mismo y de esta manera comparar y
aprovechar las secciones

CALCULO DE RIGIDECES EQUIVALENTES DE LA PLACA

RIGIDEZ A FLEXION EQUIVALENTE EN X

( )
o
3
Dy:= E-h e 1—\10} 5 | =147803.70 mZ-kN
12 (1-v%) \ a-h® ) m
Dy = 147804 m® . XN
m
RIGIDEZ A FLEXION EQUIVALENTE EN'Y
( é \
)
3 .
Dyi=_ LB -1—\10) |=147804 m* . KN
12 (1-v") \ a-h’ ) m

RIGIDEZ EQUIVALENTE DE ACOPLAMIENTO ACOPLAMIENTO

D,==v-\Dy-Dy D,=29561 m*. N

kN
m

D,:=D, D,=29561 m” .
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RIGIDEZ EQUIVALENTE A TORSION

O
Glx | 2_'{1“_0\' ol kN
p,=Cx L 10/ ) D,,=49755 m” -
8 2.1x m
——+1
3
h+{l\ -d
\10)
( 20
| - () 2 |
G-.ly —kl_O} d 2 kN
Dy, = Dy, =49755 m” -
8 2.1y m
1 +1
P S
(10)

SOLUCION CON SERIES DOBLES DE NAVIER

coeficiente de carga

como q es constante enx ey p(X.,y) sale fuera de la integral y los entornos de integracion
seran los correspondientes a la ubicacion de la misma
M:=10 N:=10 m':=1..M n:=1..N

q=12.87 g Ix=9.00m ly=9.00 m

(m”-x-z) sin{n 'ﬂ.y\dydm coeficiente de carga
x ) y )

Podemos obtener entonces como vimos en los desarrollos anteriores

Ya obtenidos los coeficientes podemos obtener la solucion propuesta

e . mnx _ nmy
w(x,y) = Z Z Conn sstmT
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a -
Cm e 4 — K 2 4
L e e e
W IR Ol ey I ey I

Ya obtenidos los coeficientes podemos obtener n |z solucion propuesta

Deformaciones de |z placa

w(x,v):= i) i(CM-J'-sin{m'i:'x).sin(""“f'ff“

=] =]
flecha maxima
fmas := maximize (w,x,v)

w (f,mxl . fmml) =249 mm

solicitaciones de la placa

a* d’*
Mi(x.y)=-Dyx ~ w(x,y)-D;-  w(x.y)
dx’ dy”
max :=maximize (Mx,x,}‘) M,;(maxI ,max‘)=49.?3 KN-m
a’ d’
M, (x,v)=-Dyx — w(x,v)-D;- — w(x,v)
’ dy” dx
max :=maximize (M,,x,¥) M_‘.(maxl,max’)zri J3IKN-m
(
My (x,v)=2-D d | d wx ,}f)\|
' Tdx\dy )
MaX :=maximize (Mx}.,x ,'_v) Mx‘ (maxl ,max‘) =346l KN-m
d (d \
My (x,¥):=2-Dy; | wix,»)]
dyldx )

max :=maximize (M, X, ¥) Myx (max| ,max‘)=34.6l EN-m

161
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w (mm)

03 06 0s 1.2 15 18 21 24 27
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Figura 140: Gréfico de momentos Mx

.-"E“ -""“\

130

—325 -260 —195 -130 65 00 65
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Figura 141: Grdficos de momentos My y Mxy

5.6.2. Analisis mediante elementos finitos (rigideces de software)

Para realizar una comparacion por este método se recurre al analisis mediante la utilizacién
de software especifico que analice este tipo de estructura, donde reproduciremos la misma ti-

pologia tanto geométricamente como la de materiales.

Figura 142: mallado 25cm x 25 cm de la losa a analizar
OBSERVACION: Como este programa no dispone del andlisis de la tipologia geométrica
que emplearemos, hemos reemplazado el sistema por uno de inercia equivalente con las si-

guientes propiedades geométricas.

Uniforme ~ Ortdtropo

Nombre: Color:
Direccién X

piso alveolar con rigidizadores en dos direcciones v
Pardmetros geométricos (cm)

h = [40.0 hi =81
h2 = 8.1
a=|440 al = |20.2
b = |44.0 b1 =|20.2
Matrices de rigidez ortdtropas Mostrar
[JEspesor Esp | 33.0 (cm)
Esp1 40.0 (cm) Esp2 40.0 (cm)
D Parametros de la elasticidad del suelo
Material: H30-TESIS v

Figura 143: Datos a utilizar en el calculo
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Dado que el peso de la placa es de la misma inercia, pero no del mismo peso, se generd un
estado de carga que representa el peso propio de la losa con esferas y lo combinaremos con la

sobrecarga adoptada, y podremos comparar los resultados obtenidos con el sistema analitico.

La deformacién Maxima de acuerdo a lo obtenido:

O'OL

pZ—-12 87 i @i kPa
' -0
040
-0.60
-0.80°
-1.00
-1.20
-1.40
-1.60
-1.80
-2.00
-2.20
-240 - -
-2.4%"‘-. o .

0°S

~Z ) WNorm. , (mm)°
:asos 2 (SERVICIO PESO REALY SOBRECARGA)

Figura 144: Graficos de desplazamientos
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‘ Z Hi kPa
pZ=-1287 1 3.66

Il 4392

\ 2 ) Direccion X— ©
casos: 2 (SERVICIO PESO REAL Y SOBRECARGA)

Figura 145: Gréficos de momentos Mx

(A |
pZ=-1287 -~ = , 3.66

N
= N
o
o
0°'s

\ 2 ) Direccion X— ©
casos: 2 (SERVICIO PESO REAL Y SOBRECARGA)

Figura 146: Gréficos de momentos My

- 00}

__MXX, (kNmym)o

00k -

Il 4392
__MYY, (kNm/m)o _

166
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g

“ L2 ) Direccion X
casos 2 (SERVICIO PESO REAL Y SOBRECARGA)

Figura 147: Gréficos de momentos Mxy

Imym)o.

Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (kNm/m) | MXY (kNm/m)
1 109/ 2 3.62>> -1.86 18.04
1/ 7571 2 -48.92<< -48.92 0.00
1 110/ 2 -1.86 3.62>> 18.04
1/ 7571 2 -48.92 -48.92<< 0.00
1 2131 2 -3.06 -3.06 35.03>>
1/ 133312 -3.06 -3.06 -35.03<<

Figura 148: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces de software

Para este caso se obtuvo una deformacion maxima en servicio 2.61 mm.

5.6.3. Analisis mediante elementos finitos (rigideces calculadas)

El programa ROBOT Structural Analysis nos permite ingresar directamente los valores de

las rigideces equivalentes en el programa. Para ello ingresamos los mismos valores utilizados

en la solucidn por series, esto es:



Capitulo 5: Andlisis por Rigideces Equivalentes 168

D, = 147804 kN = m (5.17)
D, = 147804 kN * m (5.18)
D, = 29561 kN *m (5.19)
Dy, = 49755 kN *m (5.20)

En la Figura 149 se observa la ventana del programa ROBOT para el ingreso directo de

los valores de las rigideces a flexion.

El programa también admite el ingreso de rigideces para el corte, pero como se ha despre-

ciado la deformacion por esfuerzo cortante, se le ingresan valores nulos.

En la Figura 150 vemos un detalle de las rigideces ingresadas.

P8 Nuevo espesor - : j} Matrices de rigi... = X

Uniforme  Ortdtropo Matriz de rigidez - estado de membrana D (kN/m)

8476988.6/ | 1012500.0( 0.00
8476988.6¢ 0.00
Simétricamente 2025000.0(

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

Nombre: | DT ESFERAS|  Color: [147804.00 | [29%61.00 |  0.00

Direccién X ' 147804.00 0.00
definicién por el usuario v Simétricamente 49755.00

Pardmetros geométricos (cm)
Matriz de rigidez para el cortante H (kN/m)

Los parémetros geométricos tienen
que ser determinados definiendo las |:] 0.00
matrices de rigidez.
0.00
Matrices de rigidez ortétropas Definir Cancelar Ayuda
Espesor Esp (cm)
=1[@0 Je  m2(w0 @
O Parametros de la elasticdidad del suelo
Material: H30-TESIS v

Agregar Cerrar Ayuda
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Figura 149: Ingreso directo de rigideces calculadas

Matriz de rigidez para la flexion K (kN*m)

147804.00 29561.00 0.00
147304.00 0.00
Simétricamente 49755.00

Figura 150: Detalle de ingreso de las rigideces calculadas

Para los desplazamientos se obtuvo un valor maximo de 2,29 mm practicamente coinci-

dente con el valor obtenido por series.

pZ=-1287 -~ -~ - - - ‘@kPa

00l

- 005
-0.23—
-045
-0.68
-0.90
-1.13
-1.35
-1.58

- -1.80
-2.02
-2.25
-2.48
2. 48

' WNorm: (mlﬂ) g ‘
casos: 1 (PESO REAL. +SOBRECARGA)

Figura 151: Diagrama de desplazamientos

0'S
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Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (kNm/m) | MXY (kNm/m)
1 74/ 4(C) 0.01>> 0.01 -34.24
1/ 7571 4(C) -49.54<< -49.54 -0.00
1/ 39/ 4(C) 0.01 0.01>> 3424
1/ 757/ 4(C) -49.54 -49.54<< -0.00
1/ 4  4(C) -0.05 -0.05 34.55>>
1/ 3 4(C) -0.05 -0.05 -34.55<<

Figura 152: Momentos mdximos para elementos finitos con rigideces calculadas

LOSA AHUECADA CON ESFERAS

Convergencia Serie vl M-XX M-YY M-XY
COMPARACION DE RESULTADOS ESTADO | MAX
M N (mm) | (kN.m/m)|(kN.m/m) [ (kN.m/m)
3 3 2,48 48,51 48,51 33,51
5 5 2,48 49,77 43,77 34,11
10 10 2,48 49,52 43,52 34,44
METODO ANALITICO por series 15 15 SERVICIO | 2,48 49,42 49,42 34,55
METODO 1: 20 20 2,48 49,44 43,43 34,58
POR RIGIDEZ 40 40 2,48 | 49,44 49,44 34,62
EQUIVALENTE 60 60 2,48 | 439,44 49,44 34,62
EL_EMEN.TOS FINITOS ( SOFTWARE) con . r.nalla elementos SERVICIO | 2,42 48,92 48,92 35,03
tipologia de losa gue trae el programa |finitos 25 ¢cm x 25 cm
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade | . SERVICIO | 2,48 49,54 45,54 34,55
calculo finitos 25 ¢cm x 25 cm

Como se puede apreciar en la Figura 153 con M=N=15 términos en las series se obtie-

nen resultados convergentes con suficiente precision.

Figura 153: Comparacion de resultados para losa ahuecada con esferas

Por otro lado, se obtienen practicamente los mismos resultados, usando rigideces calcula-

das, tanto para elementos finitos como para la solucion por series. Esto indica que la densidad

del mallado de elementos finitos es adecuada.

Cuando se utiliza el programa ROBOT con las rigideces provistas por el software, el

error para los desplazamientos es del 4%, para momentos Mx y My es del orden del 1% y del

3% para el momento torsor Mxy. Esto indica una leve diferencia debido a una formulacién
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distinta utilizada por el programa con respecto a las formulas obtenidas de bibliografia y utili-

zadas para calcular las rigideces.

Si realizaramos directamente el ejemplo con un cubo equivalente igual a 0,80 d como

destacamos durante el desarrollo de la formulacion y el programa tome los pesos propios di-

rectamente los resultados son practicamente iguales.

LOSA AHUECADA CON ESFERAS y cubo equivalente = 0,80 d

DEF
COMPARACION DE RESULTADOS Convergencia Serie ESTADO | MAX M-XX M-YY M-XY
M N (mm) [(kN.m/m)|(kN.m/m) |(kN.m/m)
3 3 2,49 48,59 48,59 33,53
5 5 2,50 49,86 49,86 34,13
10 10 2,50 43,60 43,60 34,46
METODO ANALITICO por series 15 15 SERVICIO | 2,50 49,50 49,50 34,57
20 20 2,50 49,51 49,51 34,60
:;?;2;2; 40 40 2,50 | 4952 | 4952 | 34,63
EQUIVALENTE 60 60 2,50 49,52 49,52 34,64
EL.EMEN.TOS FINITOS ( SOFTWARE) con . rT\aIIa elementos SERVICIO | 2,44 49,03 49,03 35,04
tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |, . SERVICIO 2,61 50,91 50,91 33,03
cileulo finitos 25 cm x 25 cm

Figura 154: Comparacion de resultados para losa ahuecada con esferas con relacion 0,80 d

Compararemos las dos relaciones

COMPARACION DE RESULTADOS DE DISTINTOS Convergencia Serie | DEF MAX ot i Lo

METODOS Y SIMPLIFICACIONES M N (mm) | (kN.m/m) | (kN.m/m) | (kN.m/m)
hi [0,80d| hi |0,80d| h1 |0,80d| h1 |0,80d
3 3 | 2,48| 2,49 |48,51| 48,59 | 48,51| 48,59 | 33,51 | 33,53
5 5 | 2,48 2,50 |49,77| 49,86 | 49,77 49,86 | 34,11 | 34,13
10 10 | 2,48 2,50 |49,52] 49,60 |49,52 | 49,60 | 34,44 | 34,46
METODO ANALITICO por series 15 15 | 2,48| 2,50 |49,42] 49,50 |49,42| 49,50 | 34,55 | 34,57
METODO 1: 20 20 | 2,48| 2,50 |49,44] 49,51 | 49,44 49,51 | 34,58 | 34,60
POR RIGIDEZ 20 20 | 2,48| 2,50 | 49,44 49,52 | 49,44 49,52 | 34,62 | 34,63
EQUNALENTE [ ENTOS FINITOS ( SOFTWARE 6?1 I 6t0 PR O B e DR TR S
EMEN ( ) con | mallaelementos |, )| ;44 |48,92| 49,03 |48,92| 49,03 35,03 | 35,04

tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm

ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE)losa |~

con rigideces del ejemplo de la planillade |,. . 2,48 2,61 |49,46| 50,91|49,46| 50,91 35,5 | 33,03

cilculo finitos 25 cm x 25 cm

hy = (%/10)"°d - hy=08d

Figura 155 Comparacion de resultados con esteras con relacion 0,80d y h1
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Capitulo 6:

Analisis por Alturas Equivalentes

6.1. Descripcion de la metodologia

Como vimos previamente si podemos asumir una distribucion homogénea de rigideces el
comportamiento de una losa alivianada se puede asimilar al de una losa ortotropa equivalente

gobernada por la ecuacion diferencial (4.43):

p, IV +2H 0w +D Tw__ (6.1)
* ox* ax20y? = Y dxdy? P
Con
H =D, + 2Dy, (6.2)

De acuerdo a la forma de alivianamiento elegida tendremos diferentes coeficientes de ri-

gidez para cada tipologia, como se vi6 en los capitulos previos.

Notemos que si las rigideces Dx, D, y H son aproximadamente iguales a una rigidez equi-

valente Deguiv, €sto es:
Dx =D,=H= Dequiv (63)

Entonces podemos sacar factor comun a esta rigidez equivalente de la ecuacion diferencial

(6.1) resultando

4 4 3
6W+26W o'w _p (6.4)

dx* d0x?dy? + dxdy? D

equiv

Luego es posible utilizar cualquier método de solucion de placas macizas isotrdpicas, por

ejemplo, tablas, para calcular los esfuerzos y desplazamientos de las losas ortotropas.
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6.2. Calculo de la altura equivalente

Dado que algunos programas o métodos de solucion exigen como dato de entrada la altura
de la losa y sus propiedades mecéanicas debemos calcular en estos casos un espesor de losa

equivalente.

Para hallar la equivalencia entre una losa alivianada y una losa de hormigon se utiliza el

concepto de inercia equivalente.

Se sabe que la rigidez flexional de la losa continua es:

Eh® (6.5)

b=wa—y

Si se considera un ancho “b” se puede modificar la ecuacion anterior de la siguiente ma-

nera, multiplicando y dividiendo por b

Do bER® bh3 E 6.6)
C12p(1-v?) 12 b(1-v?) '
quuiv

El primer término corresponde al momento de inercia de una seccion rectangular

bh3
quuiv = E (67)

Podemos extender el concepto a una seccion losa ortétropa de ancho b que posea un mo-
mento de inercia .quiv respecto de su eje baricéntrico asimilarlo al de una seccion rectangular

de altura /equiv como

bhequiv’
quuiv = % (6.8)

De aqui podemos despejar la altura equivalente de la seccién como

1
121,,.,i,\3
hequiv = <$)

(6.9)
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El ancho b que consideremos es el ancho de la seccidon que se repite a lo largo de una
direccion. Si el momento de inercia lequiv s€ calcula por unidad de ancho entonces simplemente

tomamos b = 1.

Ahora podemos calcular la rigidez equivalente como

D _ Ehgquiv (610)
equiv — 12(1 _ Vz)

6.3. Aplicabilidad y ventajas del método de la altura equivalente

Para que el método pueda ser aplicado para obtener desplazamientos y momentos aproxi-

mados de una placa ortétropa deberia verificarse la ec.(6.3)
Dy =Dy, = H = Degyip (6.11)

Esta condicion asegura que existird una altura equivalente /.4y tal que podemos calcular
la losa ortdtropa como isotropa y obtendremos los mismos valores de desplazamientos y mo-
mentos para cualquier punto de la losa. Si esta condicion no se cumple tendremos una aproxi-

macion cuyo error dependera de la heterogeneidad de los coeficientes de rigidez Dy, D, y H.

Este método deberia usarse con precaucion en los siguientes casos:

a) Cuando las propiedades de inercia de la seccion son muy diferentes en las dos di-
recciones de la placa. Esto resulta en que las rigideces a flexion D # D, sean dife-
rentes entre si y la solucion de placa maciza equivalente se aleje de la de la placa

ortotropa.

b) El otro caso que considerar es cuando la rigidez H, relacionada con la torsion y el
efecto Poisson, resulta muy diferente (en general mucho mas pequefia) a las rigide-
ces a flexion Dy, D, y esto puede resultar en que la de placa maciza equivalente se

aleje de la de la placa ortotropa
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Entre las principales ventajas del método podemos citar que se pueden utilizar metodolo-

gias ya establecidas para el célculo de losas macizas, como tablas o programas existentes.

Se debe tener precaucion para el calculo del peso propio que debe deducirse de la geome-

tria de la seccion real y no de la altura equivalente.

Otro punto importante a tener en cuenta es que, si los esfuerzos se obtienen de tablas o
programas para losas macizas, estos esfuerzos son calculados con las férmulas de losas macizas

que consideran una rigidez flexional uniforme e idéntica en todas las direcciones.

6.4. Objetivos del analisis

El objetivo es comparar dos metodologias de solucion sobre diferentes tipos de aliviana-

miento usando:

1. Series dobles para placas macizas

2. Elementos finitos para placas macizas

La idea es comparar los resultados obtenidos con los que resultan de aplicar métodos es-

pecificos para placas ortotropas como los vistos en el capitulo anterior.
Las tipologias por analizar seran cuatro:

5. Losa casetonada
6. Losa ahuecada con nervios en las dos direcciones
7. Losa ahuecada unidireccional

8. Losa ahuecada con esferas

Para el célculo por elementos finitos usaremos el programa Robot Structural Analysis de
Autodesk para el analisis de placas macizas de altura constante ingresando como dato de en-

trada la altura equivalente de losa.
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6.5. Ejemplo 1: Losa casetonada (altura equivalente)

Analizaremos el mismo ejemplo de losa casetonada estudiado en el capitulo anterior. En

la Figura 156 tenemos las variables que definen la geometria de la losa casetonada:

Figura 156: Seccion losa casetonada

6.5.1. Datos geométricos y calculo de altura equivalente

A continuacion, mostramos las secciones adoptadas en el capitulo anterior

b
| ——— a=050m | - 1

— ( ]
X h hal ha=0.40 m I |—| b b, =0.50 m
u 1 al=0.10 m L J” hb=0.40 m
e -1 b
! h=0.10 m b1 =0.10 m
h=0.10 m
Ix=9.00 m luz en sentido x de la losa
ly=9.00 m luz en sentido y de la losa
a,=0.50 m separacion entre nervios
by: 0.50 m ancho de losa
Ix=101667 cm" inercia de la seccion casetonada

Iy=101667 cm”

> kN
Dy=61000 m” -
m

pp=4.99 k—I:I peso propio losa casetonada

m

kN

q=9.99 — carga de servicio sobre la losa

m peso propio mas sobrecarga
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Con el valor de la inercia de la seccion alivianada calculamos la altura equivalente de la

seccion con la ec. (6.9) como:

_Ix
equiv "™
X

I

1 calculo de espesor de la losa
equivalente con la misma inercia

3
(12 'qu“i"\, —029 m que la losa casetonada

hequiW( : \ 1 }

Para el peso propio de esta losa maciza equivalente adoptamos el valor calculado en el

capitulo anterior a partir de las dimensiones del casetonado, esto es:

pp=4.99 k—N

m

Considerando una sobrecarga de 5 kN/m? la carga total g es:

6.5.2. Analisis con series dobles y con altura equivalente calculada

Como llegamos a un espesor de losa equivalente procederemos a hallar la rigidez de una

placa maciza equivalente y procederemos como el célculo analitico de una losa maciza.

No se toma el valor del coeficiente de Poisson ya que la seccion no posee un borde inferior

que pueda ser tomado en cuenta, consideramos la rigidez como en el capitulo anterior.

E-.l ’

lequiwc

—61000.00 m> « XN
12 m

D:=

rigidez de la placa equivalente

Procediendo como en el capitulo anterior hallaremos los coeficientes de la serie y calcula-

remos desplazamientos y esfuerzos.
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Iy
a = i { lrsin-{m"n'x\- sin-{""x'}:\.dxd}’ coeficiente de carga
! xy j) Wk )\ Iy
a - -

Cm n I; { R."'l- .‘\ 4

CP en) o fwen) fren) ) foren)

\ Ix ) Wk J Ak )] )
Deformaciones de la placa

. (memex) in.{n"-:t-}'\.

wloy)= 2 B0, T

- 4 oLe 4 W™ =
o= =] '

flecha maxima e = maximize (w,x,v)
(1, =437 !
“'(max,sfmax,)— 37 " emm
: m
v=0 se toma un coeficiente de poisson va que los
nervios inferiores no son considerados

solicitaciones de la placa

(q* d? \
M;(x,v)=-D-|—wlx,v)+v-—w(x,v)|
\dx dv’
max :=maximize (M;,x,v) M, (maxl 'max')=29.86 KN.m
d’ d’ \
M.(x,v)=-D | —w(x,y)+v-—wi(x,v)|
’ \dy dx”
max :=maximize (l\'l_v,x,}') M, (m:«.utI ,max')=29.86 m-kN.m
(d (d )\
My (x,¥) =D [ |- w3
) \dx \dy /]
max :=maximize (M, X, ¥) Mx}.(max‘ ,max‘)=3?.35 EN-m

En este caso hemos obtenido un desplazamiento méximo de 4.37 mm. Ademas, tenemos

momentos flectores maximos Mx = My de 29.86 kNm, y Mxy de 37.35 kNm.
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6.5.3. Calculo por software de losa maciza equivalente

180

Utilizando el programa ROBOT Structural Analysis podemos definir una losa maciza con

la altura equivalente que hemos calculado y los resultados obtenidos son similares a los de las

series.

6.5.4- Comparacion de los procedimientos utilizados

Si ordenamos todos los resultados obtenidos en una tabla

LOSA CASETONADA
DEF
Convergencia Serie M-XX M-YY M-XY
COMPARACION DE RESULTADOS ESTADO MAX
M N (mm) |(kN.m/m) |(kN.m/m) [ (kN.m/m)
5 7,87 57,34 57,34 5,70
METODO ANALITICO por series - 10 SERVICIO Ll i s it
20 20 7,87 57,11 57,11 5,76
METODO 1: 30 30 7,87 57,12 57,12 5,76
POR RIGIDEZ | ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) con malla elementos
) ) 4,
EQUIVALENTE | tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm SERNICO | 714 gL AL i
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planilla de |, . SERVICIO | 7,87 57,15 57,15 5,75
. finitos 25 cm x 25 cm
calculo
METOBO AHAGIICO FOR EOSA 10 10 SERVICIO | 4,37 25,86 25,86 37,35
METODO 2: |EQUIVALENTE por series ! ’ ! ’
POR LOSA DE | VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS
ALTURA POR LOSA EQUIVALENTE (no es aplicable malla elementos
SERVICIO | 4,38 29,91 25,91 35,32
EQUIVALENTE | cuando eje neutro no se encuentra en el |finitos 25 cm x 25 cm
plano medio )
Figura 157: Tabla comparativa de resultados
Para este caso los coeficientes de rigidez de losa ortdtropa valen
Dx Dy Dxy D1 H
61000 61000 2708 1800 7216
H 88% | menor
Notemos que en este caso no se verifica la relacion
(6.13)

D, =D, = H = D,,
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Ya que la rigidez torsional real Dxy es muy baja y esto hace que el coeficiente de rigidez
H sea muy pequeio comparado con las rigideces Dx y Dy. Luego no se verifica la relacion

(6.13) y los resultados son muy diferentes a los obtenidos mediante rigideces equivalentes.

Podemos obtener la conclusion més importante que el método de altura equivalente no es
aplicable para el analisis de losas casetonadas. Bésicamente, esto es debido a que la losa case-
tonada posee muy poca rigidez a torsion en comparacion con la losa maciza de altura equiva-

lente lo que conduce a resultados muy alejados de los esperados.

6.6 Ejemplo 2: Losa ahuecada con nervios en las dos direcciones (altura

equivalente)

Analizaremos el mismo ejemplo de losa casetonada estudiado en el capitulo anterior. En

la Figura 158 tenemos las variables que definen la geometria de la losa:

Ix,Jx

Figura 158: Seccion ahuecadas con nervios en las dos direcciones

Desarrollaremos el mismo ejemplo de la losa DOBLE T reemplazando la inercia de la
seccion por una losa maciza equivalente de la misma inercia, con el reparo de colocar luego el
peso propio de la seccion real ya que una inercia equivalente no tiene el mismo peso que la

seccion alivianada.

6.6.1. Datos geométricos y calculo de altura equivalente

Tomamos los datos utilizados en el ejemplo 2 del capitulo anterior
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DATOS DEL CALCULO ANALITICO

Ix=9.00 m luz en sentido x de la losa
ly=9.00 m luz en sentido y de la losa
b:=1m ancho de losa equivalente
a,=0.60 m separacion entre nervios
by, =0.60 m ancho de losa

Ix =207500 cm" separacion entre nervios
ly=207500 em’ . ancho de losa

Dy =108073 m’ . separacion entre nervios

m

pp=4.60 — peso propio losa casetonada
m’
kN .
q=9.60 — carga de servicio sobre la losa
m peso propio mas sobrecarga

Con el valor de la inercia de la seccion alivianada calculamos la seccidn maciza de altura

equivalente como se vio en la ec.(6.9) donde se halla el hequiv

Ix
quuiv =
1 calculo de espesor de la losa
(12.1 \ 3 equivalente con la misma inercia
hequivx:=|—. caulv | —34.62 cm que la losa casetonada
(1

6.6.2. Analisis con series dobles y con altura equivalente calculada

Como llegamos a un espesor de losa equivalente procederemos a hallar la rigidez de una

placa maciza equivalente y procederemos como el célculo analitico de una losa maciza.

_ E-h ’ KN

= MW 108073 m" -
12 (1—v) m rigidez de la placa equivalente
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Como en las resoluciones anteriores procederemos a la resolucion del sistema, pero apli-
cando el procedimiento a una losa maciza y hallaremos los coeficientes correspondientes y

compararemos resultados

Ix ly

14 Irfsm - °x\sin(n,
J k Ix ) k ly }

a = .
e xely |
0

coeficiente de carga

mr D /m'.n\4 ((m ) (n'en B hen '
L J

Deformaciones de la placa

S (m'emex) . [n'em-y)
w(x,y)= >, >.C  «sinj 1esiny ;
m=1n=1 "" \ Ix } \ ly }

flecha maxima

fpax := maximize (w,x,y)

w (fmax1 , tmax’> =2.4 mm

solicitaciones de la placa

2 2 \
M, (x,y)==D+|—w(x,y) +ve—w(x,») |
dx” dy” )

max := maximize (M, X,y) M, (ma\xl , maxﬁ) =34.43 kN.m

(a’ a’

M (x,y)==D |——w(x,») +ve—w(x,y)|
dy dx )

max := maximize (My,X,y) M, (maxl , maxﬁ) =34.43 kN.m

( \
My (6,) = (1=v) D | L w (x,)]
dx \dy )

max := maximize (Myy,X,y) My, (max ,max ) =28.70 kN+m
1 2
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En este caso hemos obtenido un desplazamiento méximo de 2.40 mm. Ademas, tenemos
momentos flectores maximos Mx = My de 34.43 kNm, y Mxy de 28.70 kNm, que son valores

muy similares a los obtenidos para la losa original ortdtropa,

6.6.3. Calculo por software de losa maciza equivalente

Utilizando el programa ROBOT Structural Analysis podemos definir una losa maciza con
la altura equivalente que hemos calculado y los resultados obtenidos son similares a los de las

series.

Como verificacion practica para poder realizar una verificacion y tener valores ciertos y
poder inclusive tener un dimensionamiento para cualquier tipo de apoyo de esta tipologia de
losas sin disponer de un software que contemple esta losa, veremos que aproximacion tenemos

en los valores de las solicitaciones.

En la Figura 159 vemos la ventana de ingreso de datos de una losa maciza.

=

v

Uniforme  Ortétropo

Nombre: |02-EQ-DT-4(| Color:
(® uniforme Esp = (cm)

(O variable segtin la linea
(O variable en el plano
Coordenadas del punto Espesor
(m) (cm)
p1: | 0.00;0.00 0.0
P2: 0.00; 0.00 0.0
P3: | 0.00;0.00 0.0

O Reduccién del momento | | 5 i

de inercia

D Parametros de la elasti

Material: H30-TESIS v

Figura 159-Ingreso de altura de losa equivalente
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A continuacion, se muestran los resultados obtenidos

S o

=-5.00 ~
pZ=-4.60
T~

WNon'n (mm)
casos: 4 (SERVICIO REAL)

Figura 160: Grdfico de desplazamientos

pZ=-5.00 \ pZ=-4.60

casos: 4 (SERVICIO REAL)

Figura 161: Gréficos de Momentos Mx
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casos: 4 (SERVICIO REAL)

Figura 162: Gréficos de Momentos My

En este caso hemos obtenido un desplazamiento méximo de 2.50 mm. Ademas, tenemos
momentos flectores maximos Mx = My de 35.17 kNm, y Mxy de 28.17 kNm, que son valores

practicamente idénticos a los obtenidos por series para la losa maciza equivalente.

&) Presentacion de elementos finitos Direccién automatica - Caso: 4 (SERVICIO REAL)

Panel/Nudo/Caso MXX (KNm/m) | MYY (kNm/m)| MXY (kNm/m)
2l 75/ 4(C) 1.67>> 0.07 -17.34
2/ 7571 4(C) -35.17<< -35.17 -0.00
2 74 4(C) 0.07 1.67>> -17.34
2/ 7571 4(C) -35.17 -35.17<< -0.00
2/ 1301/4(C) -2.39 -2.39 28.17>>
2/ 1333/4(C) -2.39 -2.39 -28.17<<

\ Valores ) Envolvente £ Extremos globales £ Paneles £ Info /

Figura 163: Solicitaciones mdximas
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6.6.4. Comparacion de los procedimientos utilizados

Si ordenamos todos los resultados obtenidos en una tabla

LOSA AHUECADA CON NERVIOS EN LAS DOS DIRECCIONES

F
Convergencia Serie DE M-XX M-YY M-XY

COMPARACION DE RESULTADOS ESTADO | MAX

M (mm) [(kN.m/m) | (kN.m/m) | (kN.m/m)
3 3 2,51 36,00 36,00 25,21
METODO ANALITICO por series > > SERVICIO 2,52 36,94 36,94 25,66
10 10 2,52 36,75 36,75 25,91
METODO 1: 13 13 7l 36,72 36,72 25,98

POR RIGIDEZ | ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) con malla elementos
EQUIVALENTE tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm

ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |, . SERVICIO | 2,52 36,71 36,71 25,95
X finitos 25 cm x 25 cm

calculo
METODO 2: |METODO ANALITICO POR LOSA
POR LOSA DE |EQUIVALENTE por series

ALTURA VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS malla elementos

EQUIVALENTE [POR LOSA EQUIVALENTE finitos 25 cm x 25 cm

SERVICIO | 2,61 37,05 37,05 25,15

10 10 SERVICIO | 2,40 34,43 34,43 28,70

SERVICIO | 2,50 35,17 35,17 28,17

Figura 164: Tabla comparativa de resultados

Para este caso los coeficientes de rigidez de losa ortdtropa valen

Dx Dy Dxy D1 H
108073 108073 36848 21615 95311
H 12% | menor heguiv 34,62

Notemos que en este caso se verifica aproximadamente la relacion

(6.13)

A pesar que la rigidez H no es exactamente igual a las rigideces Dx, Dy, sino un 12% me-
nor, el método de altura equivalente da valores muy razonables y similares a los de la losa

ortotropa.

Observando la tabla podemos llegar a la conclusion que tanto el método de rigideces equi-
valentes como el método de la altura equivalente conducen a valores similares de esfuerzos y

desplazamientos.
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6.7. Ejemplo 3: Losa ahuecada unidireccional (altura equivalente)

Analizaremos el mismo ejemplo de losa ahuecada unidireccional estudiado en el capitulo

anterior. En la Figura 165 tenemos las variables que definen la geometria de la losa:

-

.
S e —

e Pl ke d

Figura 165: Seccion losa ahuecada unidireccional
Desarrollaremos el mismo ejemplo de la losa ahuecada unidireccional reemplazando la
inercia de la seccion por una losa maciza equivalente de la misma inercia, con el reparo de
colocar luego el peso propio de la seccion real ya que una inercia equivalente no tiene el mismo

peso que la seccion alivianada

6.7.1. Datos geométricos y calculo de altura equivalente

Tomamos los datos utilizados en el ejemplo 3 del capitulo anterior

Ix=%.00m luz en sentido x de la losa
ly=%00m luz en sentido y de la losa
b:=1m ancho de losa equivalente

t:=040 m esplosa
d:=030 m diametro

n:=22 cant cilindros
dv:= x—n-d =0.10 m
n+1
Dy=135038 m* «
m
Py:=dv+d=040m altura de la losa
pp=75.40 k‘\. peso propio losa

m-
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~ L:-.\‘ . .
1040 ™ carga de servicio sobre la losa

m pese propio mas sobrecarga

o
Il

Con el valor de la inercia de la seccion alivianada calculamos la seccidn maciza de inercia

equivalente como se vio en la ec.(6.9) donde se halla el hequiv

Como se ha indicado que este método es valido cuando las rigideces son iguales en ambos

sentidos para que tenga validez deberemos sacar las alturas equivalentes, tomaremos las co-

rrespondientes a cada direccion.

Tomando un razonar conservador trabajaremos con la altura menor

e
e 2yt 11\ J ) ) |=175891.39 cm®
R T S R
\ U av)) )
a,:=d+dv=0.40 m
Ix
quuiw::_
X
1 calculo de espesor de la losa
(12.1 \ 3 equivalente con la misma inercia
Dequivy ,:,\ TTequivk 3939 0 que la losa casetonada
I Lo (e
equivy 12 \ \t/ )
( \?
12« Toqui
hequivy =\ leq“”y} =35.24 cm

Como llegamos a una altura de losa equivalente procederemos a hallar la rigidez de una

placa maciza equivalente y continuaremos el calculo analitico de una losa maciza que es mas
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sencilla de resolver en caso de utilizar software ya que las mismas son realizadas por una am-
plia variedad de programas de elementos finitos y también para este caso de forma analitica.

Como definimos dos alturas tomaremos la menor para el calculo de las solicitaciones

E'h H ’ 2
=—— 2 —113932.29 m” - KN
12 (1=v?) m

rigidez de la placa equivalente

6.7.4. Calculo analitico losa maciza equivalente

Como en las resoluciones anteriores procederemos a la resolucion del sistema, pero apli-

cando el procedimiento a una losa maciza

Y hallaremos los coeficientes correspondientes y compararemos resultados

Deformaciones de la placa

=N S fmremex\ . [nemev)
“’(X,'\-):z C « SN 1 ——————— 3« 311§ ————
’ H'ZI —E | mTn ® \ Ix } \ l:.' )

flecha maxima
fnay -=maximize (w,x,v)

v - - A2
n W (fm ,tm_')_.-..-i: mm

Este valor es muy similar a la resolucion por elementos finitos con las caracteristicas de la

placa .
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[ ih \
Mo (x,v):=—D-| —wix,v)+v- ¢ “wix,y)|
\dx dy” J

max :=maximize (M;,x, V) M, (maxl ,max ) =3732 KN-m

( a* N
M, (x,v)=-D| d wix,y)+ve d wix,v)]
\_d}'_ dx ]

max :=maximize (M,,x,v) M. ("mu ,max ):3?.33 KN-m
- -4 B, 1 '

- d { d ) \
)'r'Ix._- (_x '3) — (1 —',’) D — I W (.\' ’."-) l
dx \dy
i
max :=maximize (M, X,¥) My (max ,max') =31.11 KN.m

En este caso hemos obtenido un desplazamiento méximo de 2.43 mm. Ademas, tenemos
momentos flectores maximos Mx = My de 37.32 kNm y Mxy de 31.11 kNm, que son valores

muy similares a los obtenidos para la losa original ortotropa,

6.7.5. Calculo por software de losa maciza equivalente

Como verificacion practica para poder realizar una verificacion y tener valores ciertos y
poder inclusive tener un dimensionamiento para cualquier tipo de apoyo de esta tipologia de
losas sin disponer de un software que contemple esta losa, veremos que aproximacion tenemos

en los valores de las solicitaciones
Se genera un estado de carga igual al peso de la losa real.

e Adoptaremos la seccion de altura equivalente y adoptamos la de menor altura
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Uniforme  Ortétropo

LA
r

Nombre: | 03-EQ-HU-4|  Color:
(® uniforme Esp = (cm)

(O variable sequin la linea

(O variable en el plano
Coordenadas del punto Espesor

(m) (cm)
P1: | 0.00;0.00 0.0
P2: 0.00; 0.00 0.0
P3: 0.00; 0.00 0.0
Reduccidn del momento "
1.00 I
O de inerca J
| Pardmetros de la elasticidad del suelo
Material: 'H30-TESIS v

Figura 166: Datos utilizados en el calculo

pZ=-10.40 |

0.0
-0.23
-0.45
-0.68
-0.90
-1.13
-1.35
-1.58
-1.80
-2.02
-2.25
| ey
o s

WNorm., (mm)
casos: 1 (SERVICIO)

Figura 167: Gréfico de desplazamientos
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pZ=-10.40

1.89
0.0
-3.75
-7.50
-11.25
-15.00
-18.75
-22.50
-26.25
-30.00
-33.75
-37.50
-38.50
MXX, (kNm/m)
Direccion X
casos: 1 (SERVICIO)

Figura 168: Gréficos de momentos Mx

) pZ=-10.40

-38.50
MYY, (kNm/m)
Direccion X
casos: 1 (SERVICIO)

Figura 169: Gréficos de momentos My
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| pZ=-10.40

31.68
I 5,0
24.00
18.00
12.00
6.00
0.0
-6.00
-12.00
B 1500
-24.00
-30.00
-31.68
MXY, (kNm/m)
Direccién X
[ ] casos: 1 (SERVICIO)

Figura 170: Grdficos de Momentos Torsionales

6.7.6- Comparacion de los procedimientos analizados

Como resumen compararemos las distintas evaluaciones analiticas, software y losas equi-

valentes, no es apreciable utilizar el método de losa de altura equivalente para esta tipologia.

undireccional promedio de D1y D2

DEF
COMPARACION DE RESULTADOS Convergencia Serie ESTADO MAX M-XX M-YY M-XY
M N (mm) [(kN.m/m)|(kN.m/m)|(kN.m/m)
3 3 2,30 40,93 34,38 28,58
METODO ANALITICO por series > > SERVICIO 2,30 41,97 35,37 29,11
10 10 2,30 41,76 35,17 29,39
METODO 1: 30 30 2,30 41,69 35,11 29,53

POR RIGIDEZ | ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) con malla elementos
EQUIVALENTE | tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm

ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos
con rigideces del ejemplo de la planillade |_. . SERVICIO | 2,29 41,53 35,54 29,31
. finitos 25 cm x 25 cm

calculo
METODO 2: [METODO ANALITICO POR LOSA
POR LOSA DE |EQUIVALENTE por series

ALTURA VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS malla elementos

EQUIVALENTE |POR LOSA EQUIVALENTE finitos 25 cm x 25 cm

SERVICIO | 2,46 42,12 37,11 27,85

10 10 SERVICIO | 2,43 38,50 38,50 28,54

SERVICIO | 2,52 38,50 38,50 25,06

Figura 171: Graficos de Momentos Torsionales



Capitulo 6: Andlisis por Alturas Equivalentes

Para este caso los coeficientes de rigidez valen

Dx Dy Dxy D1 H
135938 1135932 45652 27188 118492
H 13% | menor hequiv 37,37

Notemos que en este caso se verifica aproximadamente la relacion

195

(6.3)

Luego es esperable obtener resultados muy similares a los de la losa ortétropa. Sin em-

bargo, los momentos no serdn bien aproximados ya que el método de la altura equivalente

asume iguales rigideces y por ende iguales momentos Mx y My lo cual no se verifica en esta

losa unidireccional.



Capitulo 6: Andlisis por Alturas Equivalentes 196

6.8 Ejemplo 4: Losa ahuecadas con esferas (altura equivalente)

Desarrollaremos el mismo ejemplo de la losa ahuecada con esferas reemplazando la iner-
cia de la seccion por una losa maciza equivalente de la misma inercia, con el reparo de colocar
luego el peso propio de la seccion real ya que una inercia equivalente no tiene el mismo peso
que la seccion alivianada

6.8.1 Datos geométricos y calculo de altura equivalente

Segun los datos del punto 5.3.4 obtenemos los siguientes datos:

DATOS DEL CALCULO ANALITICO

Ix=9.00 m luz en sentido x de la losa
ly=9.00 m luz en sentido y de la losa
b:=1m ancho de losa equivalente
a,=0.44 m separacion entre nervios
by,=0.44 m ancho de losa
Ix =207925 cm” separacion entre nervios
Iy=207925 cm’ ancho de losa
Dx=147677 m’ . separacion entre nervios
m
kN .
pp=7.93 — peso propio losa casetonada
m
kN .
q=12.93 — carga de servicio sobre la losa
m" peso propio mas sobrecarga

Con el valor de la inercia de la seccion alivianada calculamos la seccion maciza de inercia

equivalente como se vio en la formula (5-111) donde se halla el hequiv

| _Ix
equiv:—
aX
1 calculo de espesor de la losa
equivalente con la misma inercia
(12. quUiV\ ue la losa casetonada
i=l———— 1 =38.42 cm q

equivx * \ 1 }
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6.8.2. Analisis con series dobles y con altura equivalente calculada

Como llegamos a un espesor de losa equivalente procederemos a hallar la rigidez de una
placa maciza equivalente y procederemos como el célculo analitico de una losa maciza que es
mas sencilla de resolver en caso de utilizar software ya que las mismas son realizadas por una
amplia variedad de programas de elementos finitos y también para este caso de forma analitica.

3

o b _ 147677 m” X2

T2 (1=v?) m

rigidez de la placa equivalente

Como en las resoluciones anteriores procederemos a la resolucion del sistema, pero apli-
cando el procedimiento a una losa maciza, hallaremos los coeficientes correspondientes y com-

pararemos resultados

Deformaciones de la placa

wix.v):= e = ~ Win{m'.n-x -s‘in(”.'”.y\
R TR e e

\n

m'=1n=1 " X

flecha maxima

f oy := maximize (w,x,y)

w (tmimL ’ tmux,\) =2.3 mm
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solicitaciones de la placa

[ a® : \
M, (x,y):=-D- l —w(x,y) +ve—wi(x ,_v)J
dx” dy”
max ;= maximize (M, x,y) My (ma.\;l ’ mzlx‘) =46.37 kN+m
[a® - \
My (x,9) 1= =D [ (x,7) +ve o (x,) |
dy” dx” )
max ;= maximize (M}. ' y) M, (maxl s max‘) =46.37 kN+m
d[d \
My (x,y):=(1—v)D — l— w (x \)J
dx \dy
max := maximize (M.\.v s X y) M,, (mux[ ) max‘) =38.66 kN«m

6.8.3. Calculo por software de losa maciza equivalente

Como verificacion practica para poder realizar una verificacion y tener valores ciertos y
poder inclusive tener un dimensionamiento para cualquier tipo de apoyo de esta tipologia de
losas sin disponer de un software que contemple esta tipologia, veremos que aproximacion

tenemos en los valores de las solicitaciones



Capitulo 6: Andlisis por Alturas Equivalentes

Uniforme  Ortétropo

AN
I

Nombre: | 02-EQ-DT-4(  Color:
(® uniforme Esp = (cm)

(O variable segun la linea

(O variable en el plano
Coordenadas del punto Espesor

(m) (cm)
P1: 0.00; 0.00 0.0
P2: 0.00; 0.00 0.0
P3: 0.00; 0.00 0.0

Dﬁ:?:;cg;n delmomento |y o |y |5

O Parametros de la elasticidad del suelo

Material: H30-TESIS v|

Figura 172: Datos a utilizar en el calculo

Despl Omm
Max=2.4

) \w
</ 0.0
- -0.4
-0.6

0.8
-1.0
173
-,
1.6
18
2.0
.,

24
-,

NEH) WNorm., (mm)
(2) = casos: 3 (SERVICIO REAL)

Figura 173: Gréfico de deformaciones
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3

Cerrcry s

~
7"“ 4gsi
R
1142 1481 -10.03 s laeSF—)I Omm
09 BB pp0p T2 ax2 4
7132097 pppg 1895 1242 Mx OkNm
1589 o5g  2026-1663 2.3 178 Max= 0.0
7 48-24.56-20.91 Min= 0.0

-1627
20.72 1525

MXX, (kNm/m)
Direccion X
casos: 3 (SERVICIO REAL)

Figura 174: Gréficos de momentos Mx

Despl Omm
L Max=2.4
1152 1431 4448 — My OkNmM
Max= 0.0
Min= 0.0

-6.44 856 -7.99

3.64

MYY, (kNm/m)
Direccion X
casos: 3 (SERVICIO REAL)

Figura 175: Gréficos de momentos My
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97" o o

697 *oq,
61 14.31 ® o
11831659 1431 %0 o
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Despl Omm
Max=2.4

-6.00
-12.00

-18.00
- -24.00

= -30.00
-35.66

MXY, (kNm/m)
Direccion X

casos: 3 (SERVICIO REAL)

Figura 176: Gréficos de Momentos Torsionales

Panel/Nudo/Caso MXX (kNm/m) | MYY (kNm/m) | MXY (kNm/m)
1/ 109/ _3(C) 3.64>> -1.87 18.12
1/ 7571 3(C) -49.14<< -49.14 0.00
1/ 110/ _3(C) -1.87 3.64>> 18.12
1/ 7571 3(C) -49.14 -49.14<< 0.00
1/ 2131 3(C) -3.07 -3.07 35.19>>
1/ 1333/3(C) -3.07 -3.07 -35.19<<

Figura 177: Solicitaciones mdximas

6.8.6- Comparacion de los procedimientos analizados

Como resumen compararemos las distintas evaluaciones analiticas, software y losas equi-

valentes y veremos que sus resoluciones nos conducen a valores muy cercanos donde podemos

utilizar cualquiera de ellos y el analisis por inercias equivalentes dan valores muy proximos y

aceptables
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LOSA AHUECADA CON ESFERAS
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Convergencia Serie DEF M-XX M-YY M-XY
COMPARACION DE RESULTADOS ESTADO | MAX
M N (mm) [(kN.m/m) [(kN.m/m)|(kN.m/m)
3 3 2,48 | 4851 48,51 33,51
5 5 2,48 | 49,77 49,77 34,11
10 10 2,48 | 49,52 49,52 34,44
METODO ANALITICO por series 15 15 SERVICIO | 2,48 | 49,42 49,42 34,55
2alon | oo |
POR RIGIDEZ 50 60 2‘43 49'44 49‘44 34‘62
SIS ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE lla el ' ‘ ' )
VR ( ) con | mallaelementos | oo | 242 | 4ss2 | 4ss2 | 3503
tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 cm x 25 cm
ELEMENTOS FINITOS (SOFTWARE) losa | =
con rigideces del ejemplo de la planillade |, . SERVICIO 2,48 49,46 49,46 35,50
A finitos 25 cm x 25 cm
calculo
METODO 2: |METODO ANALITICO POR LOSA
POR LOSA DE |EQUIVALENTE por serles 10 10 SERVICIO | 2,30 | 46,37 46,37 38,66
ALTURA  |VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS malla elementos
EQUIVALENTE |POR LOSA EQUIVALENTE finitos 25 cm x 25 cm SERVICIO | 2,40 49,14 49,14 35,19
Figura 178: Tabla comparativa de Resultados
Para este caso los coeficientes de rigidez valen
Dx Dy Dxy D1 H
147804 147804 49755 259561 125071
H 13% |menor hequiv 38,43
Notemos que en este caso se verifica aproximadamente la relacion
. ~ (6.3)
Dx = Dy = - Deq

Luego es esperable obtener resultados muy similares a los de la losa ortétropa, notemos

que la diferencia en momentos es del orden del 6%.

Si en este ejemplo al igual que en el método 1 utilizamos una placa equivalente donde los

datos obtenidos lo evaluamos en forma mas expeditiva con las rigideces que arroja un ahueca-

miento de una relacion de cubo equivalente igual a 0,80 d el método 2 (losa de altura equiva-

lente) al igual que el método 1 ( por rigidez equivalente ) dan resultados précticamente igua-

les.
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LOSA AHUECADA CON ESFERAS y cubo equivalente = 0,80 d
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DEF

Convergencia Serie

COMPARACION DE RESULTADOS € ESTADO | MAX M-XX M-YY e
M N (mm) [(kN.m/m)|(kN.m/m)|(kN.m/m)

3 3 2,49 48,59 48,59 33,53
5 5 2,50 49,86 49,86 34,13
10 10 2,50 43,60 45,60 34,46
METODO ANALITICO por series 15 15 SERVICIO | 2,50 45,50 45,50 34,57
20 20 2,50 49,51 49,51 34,60
:3?:2%22 40 40 2,50 49,52 49,52 34,63
EQUIVALENTE ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) 6(I)l | E-:O = == == ==
VRN con | matlaelementos | ceovicio | 2,44 | 49,03 | 49,03 | 3504

tipologia de losa gue trae el programa | finitos 25 ¢cm x 25 ¢cm

ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa malla elementos

con rigideces del ejemplo de la planillade |, . SERVICIO 2,61 50,91 50,91 33,03

. finitos 25 cm x 25 cm

calculo
METODO 2: |METODO ANALITICO POR LOSA
RVICI ,34 46,27 46,27 )
POR LOSA DE (EQUIVALENTE por series 10 10 SERVICIO | 23 6.2 6.2 38,53
ALTURA VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS malla elementos

SERVICIO | 2,43 47,39 47,39 37,53

EQUIVALENTE |POR LOSA EQUIVALENTE finitos 25 cm x 25 cm

Figura 179: Tabla comparativa de Resultados utilizando cubo equiv 0,80.d

Para hacer una comparacion utilizando la esfera con su diametro y la comparacion con el
cubo equivalente utilizando la relacion 0,80.d , veremos las siguientes diferencias en el
proximo cuadro

COMPARACION DE RESULTADOS DE DISTINTOS Convergencia Serie D::n:;“ (k:::(/xm) (k::. Y}’m) (kmtn)
METODOS Y SIMPLIFICACIONES M N mt Tosodl ni Josodl hi Tosod| b 0803
3 3 | 2,48| 2,49 |48,51|48,59 | 48,51 48,59 | 33,51 | 33,53
5 5 | 2,48| 2,50 [49,77| 49,86 | 49,77 49,86 | 34,11 [ 34,13
10 10 | 2,48| 2,50 |49,52[49,60 |49,52| 49,60 | 33,44 | 33,46
METODO ANALITICO por series 15 15 | 2,48| 2,50 |49,42| 49,50 | 49,42] 49,50 | 34,55 | 34,57
METODO 1: 20 20 | 2,48| 2,50 |49,44] 49,51 |49,44] 49,51 | 34,58 | 34,60
POR RIGIDEZ 40 40 | 2,48 2,50 |49,44] 49,52 [49,44| 49,52 | 34,62 | 34,63
EQUIVALENTE 60 60 | 2,48| 2,50 |49,44] 49,52 |49,44] 49,52 | 34,62 | 34,64
EL.EMEN‘TOS FINITOS ( SOFTWARE) con .r.nallaelementos 242 | 2,44 |48,92| 49,03 | 48,92| 49,03 ] 35,03 | 35,08
tipologia de losa gue trae el programa |finitos 25 cm x 25 cm
ELEMENTOS FINITOS ( SOFTWARE) losa
con rigideces del ejemplo de la planilla de | T2 12 €lementos |, io1 261 |49,46| 50,91|45,46| 50,91| 35,5 | 33,0
i finitos 25 cm x 25 cm
calculo
METODO 2: |METODO ANALITICO POR LOSA
om0 e | EQUIVALETE norastins 10 10 | 230| 2,34 |46,37| 46,27 | 46,37 46,27| 38,11 | 31,11
ALTURA  [VERIFICACION POR ELEMENTOS FINITOS | malla elementos
EQUIVALENTE |POR LOSA EQUIVALENTE finitos 25 cm x 25 cm | 10| 43 |49.14| 47,391 49,14 47,39] 35,19 37,53

b= (%/10)"°d - h =084

Figura 180: Tabla comparativa de Resultados utilizando cubo equiv 0,80.d y h1

La simplificacion arroja valores muy aproximados y contemplados del lado de la seguridad
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Capitulo 7:

Conclusiones

En el desarrollo del presente trabajo mas importante que obtener un método de resolucion
es resaltar el concepto que estd involucrado en dicha formulacion donde la variable principal

son las inercias de las placas.

Es decir que cualquiera sea el método e incluso el software que se utilice sera el aprove-
chamiento de las inercias y el concepto de la busqueda de la mejor seccion lo que permitira la
optimizacion del sistema inercia/peso, lo que también es valido, por cierto, para muchos siste-
mas comerciales con paquetes muy cerrados de informacidon que nos proponen mejoras, pero

sin trasmitir la informacion de la base de la metodologia utilizada.

Este concepto, que es el centro de atencion del trabajo, quedd evidenciado al demostrar
que el desarrollo de la solucion puede obtenerse por aproximaciones a secciones equivalentes,
lo que puede alcanzarse a partir de cualquier software, pero sin perder el dominio principal del

objetivo que es la optimizacion de secciones.

Respecto la busqueda de informacion necesaria para desarrollar la tesis cabe sefalar que
se accedio a muy poca informacion en espafiol, salvo para el caso particular de losas casetona-
das, en tanto que, para el resto de las secciones, con la incorporacion de huecos en distintas
disposiciones y direcciones, solo hay bibliografia en inglés y aleman. Particularmente hay muy

poca divulgacion para el caso de huecos esféricos y no esféricos.

En definitiva, de acuerdo a lo expuesto en el trabajo, teniendo el concepto de hallar inercias
equivalentes, se alcanza la solucion a cualquier tipo de forma de aligeramiento de secciones,
pudiendo hallar una solucion analitica y/o de elementos finitos. De esta forma hallar las iner-
cias es el concepto principal del problema. Otro concepto importante es obtener una tipologia
tal que los planos superiores e inferiores sean continuos (en el casetonado clasico no lo es) para
el aprovechamiento de la reparticion de esfuerzos si es continua la seccion, debido a la influen-

cia del coeficiente de Poisson.
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El desarrollo apunt6 a la busqueda de la mejor solucion, es decir obtener las soluciones
mas convergentes y ademas hallar la técnica de ejecucion mas eficiente, pero sobretodo es la
intencion primordial la divulgacion del concepto de optimizacion de las secciones no solo para
trabajos futuros, sino para la formacion de los estudiantes de grado de la carrera de Ingenieria

Civil en nuestros claustros y profesionales del area.

7.1 Conclusiones sobre las metodologias presentadas

Con respecto al método de rigideces equivalentes se mostro efectivo en todas las tipologias
analizadas. La combinacion de este método con elementos finitos permite analizar losas orto-

tropas de cualquier tipologia y forma bajo diferentes condiciones de apoyo.

En el caso de losas ahuecadas con esferas se ha presentado una metodologia de calculo
aproximado que consiste en asimilar la seccion a la de una losa hueca con cubos. Esta tipologia
estd incorporada en varios programas de software. Se propone como aproximacion tomar cubos
de altura 0.8 d donde d es el didmetro de la esfera. Con esta aproximacion no es necesario

modificar el peso propio ya que ambos huecos tienen el mismo volumen.

Con respecto al método de altura equivalente, es un método que puede ser usado de manera
sencilla ya que se asimila la losa ortotropa a una losa maciza equivalente. Sin embargo, debe
ser usado con precaucion en tipologias que presentan rigideces flexionales diferentes en las dos

direcciones de la placa y también en casos de poca rigidez a torsion.

7.2 Trabajos a futuro

No debe perderse de vista que las metodologias presentadas son aproximaciones a modelos
complejos. Seria deseable una verificacion de los casos analizados usando elementos finitos

tridimensionales para validar los resultados alcanzados.

En este trabajo se considerd la base de la sustentacion de las tipologias mas utilizadas, pero
en todos los casos en una situacion de apoyos simples. El siguiente paso seria ampliar el estudio
a la sustentacion de los entrepisos sin vigas, donde las variables de inercias son las mismas.

Solo cambian para las soluciones analiticas las funciones, dado que estdn desarrolladas para
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sistemas mas simétricos, aumentando en este caso la complejidad de hallar las mismas, pero

que por intermedio de elementos finitos se puede resolver.

Otro aspecto en que se debiera avanzar a futuro es en la verificacion de las solicitaciones

de corte, especialmente en el caso de apoyos puntuales.

Un paso posterior, ya dominando la metodologia de calculo y con un conocimiento mas
certero del comportamiento de las losas alivianadas, se podrian explorar nuevas avances en

esta técnica constructiva:

Por ejemplo, dado que los rellenos son materiales que alivianan, para los casos de vivien-
das econdmicas se podria pensar la utilizacion de materiales descartables, como ser la inclusion
de botellas de material plastico descartable, donde se aliviarian las losas y se aprovecharia el
descarte de estos materiales que quedarian dentro de los entrepisos sin que afectar las propie-

dades de sus materiales.

CASO 1

Figura 181:Seccion alivianada
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Figura 182: Distribucion de los volumenes para alivianar

v Finalizar

Figura 183: Vista en 3D de distribucion 1
CASO 2

Figura 184: Seccion con alivianamiento horizontal vista 1

208
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Figura 185: Seccion con alivianamiento horizontal vista 1

Figura 186: Vista en 3D de distribucion 2

Figura 187: Vista 3d del alivianamiento

Es decir, que estos sistemas en definitiva brindan muchas posibilidades a futuro, pero en
cualquier caso, se reitera que lo primordial es tener en claro los conceptos principales destaca-
dos en la presente tesis y en su conclusion asi como su divulgacion a fin de, no solo generar un
método de célculo, sino afianzar un concepto que quede claro para verificar y desarrollar los
diversos métodos y técnicas de ejecucion, donde la teoria no quede oculta en un sistema tan

cerrado como lo es actualmente.
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