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Resumen. En el afan de que contenidos puedan ser comprendidos por los
estudiantes se recurre a la incorporacion de softwares que colaboren en el
proceso. En este sentido es necesario examinar, utilizar, mediar y hasta
reformular los disponibles en la web. La seleccion de las tecnologias existentes
y su adaptacion para el uso en nuevas situaciones didacticas es lo que
actualmente nos preocupa y nos ocupa en la catedra Analisis Matematico II.
Este trabajo resume la experiencia en la que el uso de un applet resulté medular
para mejorar los desempefios de comprension del topico “sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales” por parte de estudiantes del ciclo inicial
universitario.
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1 Introduccion

El logro de desempefios que impliquen comprension es un elemento clave dentro de la
educacion matematica. En efecto, después de una época en que la preocupacion se
centré en la adquisicion de técnicas y la repeticion de rutinas estandarizadas, se
evidencia que es importante atender al desarrollo de habilidades que van mas alla de
la mecanica aplicacion de métodos y algoritmos. El1 National Council of Teachers of
Mathematics postula: “los alumnos de todos los niveles deberian entender la
matematica como un campo de investigacion plenamente integrado, que apunta a
ayudarlos a resolver problemas, razonar y hacer conexiones. Los alumnos deberian
estar expuestos a numerosas y diversas experiencias interrelacionadas que los alienten
a valorar la empresa matematica, a desarrollar habitos mentales y comprender y
valorar el papel de la matematica en los asuntos humanos; que deberia motivarselos
para explorar, calcular y hasta cometer y corregir errores para que tengan confianza
en su capacidad para resolver problemas complejos; que deberian leer, escribir y
discutir y que deberian conjeturar, probar y construir argumentos sobre la validez de
una conjetura ...” (en Stone Wiske [1]) .

En la experiencia reportada en este articulo se adhiere a que “Comprender es
desempefiarse de un modo flexible en un 4rea de conocimiento, es poder realizar una
variada gama de actividades que requieren pensamiento en cuanto a un tema, por
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ejemplo explicarlo, encontrar evidencia y ejemplos, generalizarlo, aplicarlo, presentar
analogias, y representarlo de una manera nueva” (en Blythe [2]).

Se pretende alentar la comprension conceptual, las representaciones y conexiones
multiples, la modelacion matematica y la resolucion de problemas. Y en esta linea, el
uso de paquetes de computacion que permitan calculos numéricos y simbodlicos con
capacidad grafica puede jugar un papel importante. Aunque el uso de medios
tecnolodgicos, incluidas las computadoras, no garantiza ‘per se’ que los alumnos
desarrollen estrategias para aprender, ni fomentan el desarrollo de habilidades
cognitivas de orden superior. Se adhiere a dicha postura de Liguori, (en Litwin [3]),
en que la calidad educativa depende, mas que de sus caracteristicas técnicas, del uso o
explotacion didactica que realice el docente y del contexto en el que se desarrolle.
Seglin Cabero y Llorente [4], antes de pensar en términos de qué medio, debemos
plantearnos para quién, como lo vamos a utilizar y qué pretendemos con €l.

Cuando se habla de aprendizaje es de destacar que el individuo no es la tnica variable
a considerar, sino que estan presentes también su historia personal, los conocimientos
adquiridos, las personas que lo rodean y su entorno, las herramientas que dispone; que
no solo apoyan al aprendizaje, sino que también lo determinan.

Para Veletsianos [5], las tecnologias emergentes son herramientas, conceptos,
innovaciones y avances utilizados en diversos contextos educativos al servicio de
diversos propdsitos relacionados con la educacion.

Para Siemens [6], el conocimiento se encuentra disperso y el mismo se obtiene en
relacion con el conocer, se crea y configura gracias a la actividad de muchos. Internet
da la posibilidad de acceder, agregar, modificar el conocimiento y su forma de
apropiacion mediante el uso de tecnologias que estan emergiendo.

En el afan de la busqueda constante de que contenidos puedan ser comprendidos y
asimilados por los estudiantes es que se recurre a la incorporacion de softwares que
colaboren en el proceso. Y en este sentido, es necesario examinar, utilizar, mediar y
reformular los disponibles en la web. La seleccion de las tecnologias existentes y su
adaptacion para el uso en nuevas situaciones didacticas es lo que actualmente nos
preocupa y nos ocupa en la catedra.

2 El Problema y Una Forma de Afrontarlo

El abordaje analitico predomina en la ensefianza de ecuaciones diferenciales. Se
asienta en el desarrollo de un menu de algoritmos que permiten resolverlas, el que,
por lo comun, redunda en un aprendizaje mecanico, carente de utilidad para el
estudiante, que no invita a la interpretacion de la(s) solucion(es). Por su parte, el
enfoque cualitativo trata de investigar las propiedades de las soluciones sin necesidad
de resolver la EDO. Este tipo de estudio, combinado con la visualizaciéon de campos
vectoriales, curvas solucion y expresiones algebraicas obtenidas de resolucion
analitica, permite un mejor entendimiento e interpretacion de las soluciones.

En el Nuevo Disefio Curricular de la UTN se toma esta idea y en la resolucion 68/94
se incluyen en la asignatura Analisis Matematico II los siguientes contenidos:
“Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales”, “Aplicaciones del algebra lineal a las
ecuaciones diferenciales”, “Solucion fundamental: la exponencial matricial”, “Teoria



cualitativa: puntos de equilibrio, estabilidad”, “Ejemplos con modelos de situaciones
de la realidad”, “Simulacion computacional”. Uno de los grandes desafios para los
docentes de la catedra es que los contenidos minimos enumerados por el diseflo son
muchos y el calendario académico resulta ajustado. El uso de la matriz exponencial
para obtener la solucion de un SL EDO vy la grafica de la solucion obtenida (que tanta
riqueza experimental ofrece) no se explotan porque calculos y graficos son dificiles
de obtener con calculadora, lapiz y papel. Los temas son de dificil abordaje tedrico.
La exponencial matricial, por ejemplo, necesita de numerosos conceptos previos
(tales como diagonalizacion de matrices en el campo de los complejos y formas de
Jordan, que, en general, no son desarrollados en Algebra por tener ésta una
problematica similar en cuanto a la profusion de contenidos).

Por otro lado, la practica del tema no siempre colabora en la comprension del mismo.
En la ejemplificacion del problema teorico, la cantidad de calculos numéricos
necesarios para resolver el modelo mas elemental centra la atencion del estudiante en
lo procedimental, alejandola de lo conceptual. La representacion geométrica de la
solucion encontrada necesita destreza en el trazado de la misma, quimérica si se usan
recursos tales como lapiz, papel, regla y calculadora. Es por ello, seguramente, que
todas las ordenanzas que adecuaron el disefio curricular de cada una de las carreras de
ingenieria de la UTN (por ejemplo, 1027/2004 para Ingenieria Mecanica, pag. 41)
explicitan para la asignatura Analisis Matematico II: “Se usaran en las practicas
paquetes de computacion que permitan calculos numéricos y simbolicos con
capacidad grafica. En el caso de EDO se instruira al alumno en el uso de un paquete
interactivo que permita la simulacion y el analisis de los resultados”.

Otra dificultad (seguramente relacionada con lo anterior) radica en que algunos de los
contenidos (tal como Solucion fundamental: la exponencial matricial) estan ausentes
en la bibliografia cominmente recomendada por las catedras. De hecho, no lo estan
en los dos textos mas mencionados en la bibliografia de la asignatura Analisis
Matematico II dictadas en distintas Regionales de la UTN: Stewart [7] y Larson,
Hosteller, Edwards [8].

Pero el obstaculo central es, sin dudas, que el tratamiento de los mismos esta al
finalizar el ciclo lectivo. Si hay dificultades en la comprension del topico, ya no
habra tiempo material para realizar adecuaciones al proceso de ensefanza
aprendizaje; al tratar la unidad Campos Vectoriales, la estabilidad de un SL EDO
puede ser analizada a través del comportamiento de las lineas de flujo. Los exdmenes
finales de los estudiantes plasman el conocimiento ritual e inerte sobre este tema.
Como ejemplificacion, en uno de los ejercicios de un examen final del afio 2012, bajo
la consigna que se muestra en la figura 1, el 54,7 % intenta y/o resuelve el SL de EDO
para responder la pregunta (29 de los 53 alumnos), s6lo un 13,2% usa los autovalores
del sistema y las condiciones iniciales para decidir sobre la curva a individualizar,
mientras que el 32,1% no hace el ejercicio. Los procedimientos cuantitativos fueron
ampliamente preferidos frente a los cualitativos.
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Fig. 1. Un ejercicio de examen final utilizado para analizar la comprension de SL EDO.

2.1 Objetivo y Marco Teorico

El objetivo es disefiar una secuencia didactica para mejorar los desempefios de
comprension de los alumnos de segundo afio de las carreras de ingenieria de la
Facultad Regional Santa Fe de la Universidad Tecnoldgica Nacional. Los topicos
elegidos son: “Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales”, “Aplicaciones del
algebra lineal a las ecuaciones diferenciales”, “Solucion fundamental: la exponencial
matricial” y “Teoria cualitativa: puntos de equilibrio, estabilidad”. Basando la
experiencia en el marco conceptual Ensefianza para la Comprension (EpC), se
incorpora el uso del applet Sistemas Autonomos (de dos EDO lineales de primer
orden) [9], disponible en la web, como instrumento mediador en la interaccion
docente — alumno — objeto de conocimiento, y se pone énfasis en la comprension y
uso activo de los conocimientos compartidos.

El proyecto de investigacion colaborativa EpC desarrollado por la Escuela de
Graduados de Educacion de Harvard establece un marco conceptual guia para llevar a
la practica este sistema de trabajo. Sus bases tedricas emergen del proyecto Zero que
dirigieron, durante mas de diez afios, David Perkins, Howard Gardner y Vito Perrone.
La EpC [1] [2] aborda cuatro preguntas claves: ;jqué topicos se deben comprender?,
(qué aspectos de esos topicos deben ser comprendidos?, ;como podemos promover la
comprension?, ;como podemos averiguar lo que comprenden los alumnos?

Para dar respuesta a estos interrogantes la EpC estd constituida por cuatro partes:
topicos generativos, metas de comprension, desempefios de comprension y evaluacion
diagnostica continua.

Los Tépicos Generativos: la EpC concluyd que es probable que un tdpico sea
generativo si es central para un dominio o disciplina, es accesible e interesante para
los alumnos, es relevante para el docente, es rico en conexiones con otros conceptos.
El tépico elegido en esta experiencia fue “trazado de lineas de flujo de un campo
vectorial”, lo cual implico trabajar con sistemas dindmicos auténomos. Y aca es
pertinente recalcar que, si bien no es un contenido explicitado en los contenidos
minimos, tiene todas las caracteristicas descriptas por el marco y, a la vez, la
potencialidad de atravesar la mayoria de los contenidos de la asignatura en cuestion.



Las Metas de Comprension: afirman explicitamente lo que se espera que los
alumnos lleguen a comprender. Mientras que los topicos generativos delinean la
materia, las metas definen, de manera mas especifica, las ideas, procesos, relaciones o
preguntas que los alumnos comprenderan mejor por medio de su indagacion. Los
docentes ¢ investigadores de la EpC concluyeron que las metas de comprension son
mas utiles cuando: estan definidas de manera explicita, estan dispuestas en una
estructura compleja, son centrales para la materia. En la experiencia reportada, la
meta de comprension fue “que los alumnos comprendan como utilizar lo que saben
para caracterizar el equilibrio de un sistema dinamico lineal”.

Los Desempeiios de Comprension: son los elementos mas importantes del marco
conceptual de la EpC, se insiste en que la comprension se desarrolla y se demuestra
poniendo en practica la propia comprension. Es comun observar una progresion
comun de tres categorias de desempefios disefiadas para fomentar la comprension:
etapa de exploracion, investigacion guiada y proyecto o trabajo final de sintesis.

En la etapa de exploracion los desempefios consistentes en “explorar los elementos”
reconocen su respeto por la investigacion inicial, todavia no estructurada por métodos
y conceptos disciplinares. Aparecen comunmente al inicio de una unidad y sirven
para atraer a los alumnos hacia un tdpico generativo. Son comunmente de final
abierto y ayudan a que los alumnos vean conexiones entre el topico generativo y sus
propios intereses y experiencias previas. En esta experiencia, la exploraciéon comenzo
a inicios de la cursada planteando problemas donde se deseaba encontrar trayectorias
conociendo la funcion vectorial velocidad. El tema se planteo intuitivamente, usando

la expresion (1), que determina la trayectoria ?(t); para luego usar la ecuacion (2),
que pudiera reducirse a una EDO de variables separables, normalmente no lineal.

V) = () i+9(y) ] - )

VoY) = F(xy)i+a(xy) ] - 2)

Las visualizaciones de la solucion particular son un pilar fundamental en la etapa de
exploracion.

En la fase de la investigacion guiada los desempefios involucran a los alumnos en la
utilizacion de ideas o modalidades de investigacién que el pedagogo considera
centrales para la comprension de metas identificadas. La guia que los docentes
ofrecen en fases mas avanzadas del desarrollo de un tema ayuda a los alumnos a
aprender cémo aplicar métodos y conceptos disciplinares, a integrarlos y a poner en
practica una comprension cada vez mas amplia y compleja. En esta etapa se
plantearon y resolvieron sistemas dindmicos lineales auténomos y no auténomos
bidimensionales. Se us6 el applet y Mathematica como soporte tecnolégico para
visualizar resultados.

En el proyecto final de sintesis, rasgo distintivo en el marco conceptual de la EpC, se
demuestra con claridad el dominio que tienen los alumnos de las metas de
comprension establecidas. Estos desempefios invitan a los alumnos a trabajar de
manera mas independiente de como lo hicieron en sus desempefios preliminares y a
sintetizar las comprensiones que han desarrollado a lo largo de una unidad curricular
0 una serie de unidades. En este estudio, el desempefio final de sintesis fue “generar
una tabla que relacione el tipo de equilibrio de un sistema lineal auténomo y el



comportamiento de sus trayectorias solucion con los autovalores de la matriz del
sistema”. Para confeccionarla, los estudiantes se reunieron en grupos.

La Evaluacion Diagnéstica Continua: valora los desempefios en relacion con las
metas de comprensién. En estos contextos, los estudiantes son testigos de desempefios
modelo tanto por parte de expertos como de otros estudiantes. Pueden analizar y
criticar estos desempefios ejemplares segun criterios tendientes a comprender qué
entrafia un desempefio bien hecho. Los estudiantes emulan estos modelos y el
aprendizaje avanza por medio de la valoracion del desempefio propio y ajeno en
relacion con criterios claros. De esta manera, la evaluacion diagndstica refuerza a la
vez que evalla el aprendizaje. En la experiencia, la valoracion diagnostica continua
tuvo su eje en la tutoria para el desarrollo de la tabla solicitada.

2.2 La Experiencia
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Fig. 2. Cronologia de la experiencia durante la cursada del primer cuatrimestre de 2013.

La experiencia se desarrollé durante el primer cuatrimestre del afio 2013 con alumnos
de la carrera Ingenieria Eléctrica de la Facultad Regional Santa Fe de la Universidad
Tecnolédgica Nacional, a los que se sumaron alumnos de las demas carreras que
pudieron justificar la necesidad de un cursado cuatrimestral. EIl grupo objeto de
analisis estuvo constituido por todos los alumnos que cursaron la asignatura Analisis
Matematico Il en dicho periodo lectivo, un total de 40. La cronologia esta
esquematizada en la figura 2.

El contenido objeto de andlisis fue la estabilidad de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales. El foco de la experiencia estuvo dado por las interpretaciones
geomeétricas brindadas por el SAC Mathematica y por el applet Sistemas Autonomos
en temas relacionados a los SL EDO (funciones vectoriales, funciones de varias
variables, campos vectoriales).

El tratamiento formal de los contenidos fue desarrollado durante la Ultima semana de



clases, la 15° y con una metodologia tradicional; por lo que hubo escasas
posibilidades de una intervencion pedagogica en aquellos casos que pusieron de
manifiesto dificultades de comprension. Como se dijo, hallar la solucién de un
sistema (autébnomo o no) necesita de numerosos teoremas y de tediosos calculos
concretos. Sin embargo, el uso de interpretaciones graficas al momento de realizar el
tratamiento conceptual de su estabilidad, asi como la discusion de su solucién,
permite mejorar la comprension y la perdurabilidad de los contenidos, asercion que se
puso a prueba y que es el eje de esta comunicacion.

En la figura 2 se aprecia que, para funciones vectoriales, funciones de varias variables
y EDO de 1° orden, los gréficos se trazan con software Mathematica (del cual la
facultad posee algunas licencias que sdlo alcanzan para el uso demostrativo en el
aula) y, especialmente para campos vectoriales y sistemas auténomos, se utiliza el
applet Sistemas Auténomos disponible en la web.

2.3 Los Resultados

Analizar la evolucion de la comprension no es un proceso sencillo, su tratamiento
descriptivo escapa, en cuanto a su extension, a la posibilidad de este reporte. Los
resultados alentadores pueden apreciarse desde dos puntos de vista.

1-Nivel de Comprension Desplegado en el Desempefio Final de Sintesis
Planificado: De los 10 grupos de trabajo, 9 entregaron en tiempo y forma la tabla
solicitada. De las 9 tablas, 7 fueron correctas (o con errores menores u omisiones no
significativas); 1 contenia graficas incompletas (no utilizaban el rango [0,c0)
propuesto, sino los visualizados a través del soft utilitario); mientras que la novena no
incluia la ecuacion genérica para las soluciones buscadas.

2-Nivel de Comprension Exhibido en Un Ejercicio de Parcial: En la figura 3 se
muestra el ejercicio que involucra el contenido en analisis usado en el grupo de la
experiencia. Puede notarse que en el mismo ya no se pone énfasis en lo grafico, lo
analitico involucra calculos tediosos y complejos; por lo que apremia extrapolar los
conocimientos resumidos en la tabla construida por los alumnos para el caso de SL
EDO de dos funciones incognita, a un caso de tres. Esto encuadra en la idea central de
la EpC en que la comprension se desarrolla y se exhibe si se puede utilizar un
conocimiento en un contexto diferente.

') =x+y
Dado el sistema de ecuaciones< ¥'(t) = —v + z
zZ'(t)=y+z

a) ¢podria ser una solucion particular y(¢) = e + sen(r) — cos(z) ? Justifique la respuesta.
b) Proponga una solucion general para x(t).

Fig. 3. Ejercicio de un parcial

El parcial fue realizado por 29 de los 40 alumnos; 19 de ellos pudieron relacionar la
solucién buscada con los valores propios del sistema, 4 resolvieron o intentaron



resolver analiticamente el problema, mientas que 6 no lo resolvieron. Esto muestra
que el 65,5% desplegd verdaderos desempefios de comprension, superando los
aprendizajes mecanizados.

2.4 Conclusion y Lineas Futuras

Las dos instancias de evaluacién sumatoria, el ejercicio del examen final de 2012 y el
del parcial de 2013, muestran claramente los avances obtenidos. Mientras que en el
grupo 2012 el 86% de los alumnos exhibe comprension ingenua o no exhibe
desempefio alguno, en el grupo 2013 ese porcentaje disminuye a menos de la mitad
(34,5%). Mientras que en el primer grupo sélo el 13,2% no usa en la resolucion
algoritmos mecanizados (conocimiento ritual) sino que despliega altos niveles de
comprensién, en el segundo ese porcentaje aumenta al 65,5%.

Encuestas de opinién realizadas a los estudiantes que participaron en esta experiencia
muestran su conformidad en el uso de las tecnologias emergentes. Destacan la
influencia de las visualizaciones en la comprension de temas concretos
(fundamentalmente rescatan la posibilidad de trabajar con una amplia gama de
ejemplos en el periodo de tiempo destinado al tratamiento de los contenidos).
Algunos estudiantes han planteado posibles mejoras, por lo que actualmente una
auxiliar docente, alumna avanzada de la carrera Ingenieria en Sistemas de
Informacion, se encuentra abocada a reformular la aplicacion utilizada para salvar
dichas dificultades e incluso para extender su funcionalidad de modo que sea
aplicable también a sistemas lineales no auténomos.
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