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2.5.2. Redundancia anaĺıtica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6. Clasificación de los métodos FDD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6.1. Métodos libres de modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6.2. Métodos basados en modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Resumen

En las últimas décadas, los sistemas de control han evolucionado, desde sim-
ples estructuras de realimentación mecánicas hasta la concepción de estrategias
avanzadas, cuya implementación sobre dispositivos electrónicos permite signifi-
cativas mejoras en la operación de sistemas complejos y/o altamente inestables,
optimizando costos y esfuerzos de control.

A menudo, escenarios inesperados, o eventos no contemplados previamente en
el diseño del controlador, suceden en los sistemas provocando rendimientos insa-
tisfactorios o incluso comprometiendo su estabilidad. En general, tales eventos se
generan ante el mal funcionamiento de los componentes del sistema (actuadores,
sensores, entre otros). Por lo que para afrontar estos inconvenientes resulta estric-
tamente necesario el desarrollo de sistemas de detección, aislación y diagnóstico
de fallas capaces de inferir, en una fase temprana de su desarrollo, la ocurrencia de
una falla e indicar la razón que la causó, conociendo en detalle las anomaĺıas del
sistema, de forma tal, que permita a los controladores tomar decisiones adecuadas,
mientras se mantienen las caracteŕısticas de rendimiento y estabilidad deseadas.

Es por ello, que a través de este trabajo de tesis se busca conocer, evaluar y
desarrollar técnicas de detección y diagnóstico de fallas con fines prácticos. Es-
pećıficamente, se presenta el estado actual de conocimiento sobre el tema acom-
pañado por los principales conceptos básicos involucrados, para luego abordar
aquellas herramientas que emplean redundancia anaĺıtica generada a partir del
conocimiento del modelo matemático del proceso. Esto es, profundizar el aborda-
je de los esquemas de detección y diagnóstico de fallas basados en observadores
de estados tanto sobre sistemas lineales e invariantes en el tiempo, como para
sistemas lineales de parámetros variables.

Los esquemas de detección y diagnóstico propuestos se evaluaron, mediante
simulaciones numéricas, sobre tres operaciones unitarias t́ıpicas de la industria
qúımica de procesos. Siendo estas: el proceso de dos tanques sin interacción, un
sistema intercambiador de calor y un reactor continuo de tanque agitado.

vii





Caṕıtulo 1

Introducción

Hoy en d́ıa los sistemas de control están presentes en casi todos los aspectos
de nuestras vidas y, aunque su presencia no siempre es evidente, nos permiten
desarrollar nuestras actividades en forma amena y eficiente. Su implementación
va desde las formas más sencillas en elementos del hogar, hasta las aplicaciones
más complejas en aviónica, industrias qúımicas, petroqúımicas y nucleares [1].

A partir del incremento en la demanda de eficiencia, los estrictos estándares de
seguridad y el endurecimiento de los requerimientos medioambientales, los siste-
mas de control modernos, y sus algoritmos, se han tornado cada vez más complejos.
De manera que para alcanzar una mejora en el desempeño y la seguridad de las
plantas modernas, es necesario acudir a sofisticados sistemas de control. Dicho de
otro modo, el diseño de un controlador convencional para sistemas complejos, ante
un evento como el mal funcionamiento de un actuador, sensor u otro componen-
te del sistema, puede resultar en un rendimiento insatisfactorio, o incluso llevar
al sistema a la inestabilidad. Para superar estas debilidades, resulta necesario el
desarrollo de sistemas de Detección y Diagnóstico de Fallas (FDD1, por sus siglas
en inglés) capaces de inferir, en una fase temprana de su desarrollo, la ocurrencia
de una falla e indicar la razón que la causó, conociendo en detalle las anomaĺıas del
sistema, de forma tal, que permita a los controladores tomar decisiones adecuadas
para tolerar el mal funcionamiento de sus componentes, mientras se mantienen
las caracteŕısticas de rendimiento y estabilidad deseadas [2, 3]. De modo que una
falla menor en un sub-sistema no evolucione en fallas generalizadas que podŕıan
provocar importantes daños materiales e incluso pérdidas humanas [4]. Esto, es
particularmente importante en sistemas complejos donde la seguridad, el cumpli-
miento de la misión y el significativo valor material están en juego, tales como
aviones, plantas nucleares, y plantas qúımicas que procesan materiales peligrosos.

Los sistemas de FDD, usualmente, llevan a cabo tres tareas principales: De-
tección de Fallas (FD2, por sus siglas en inglés), Aislación de Fallas (FI3, por sus
siglas en inglés), y Estimación de Fallas (FE4, por sus siglas en inglés) [4, 5]. La
etapa FD es la primera en el diagnóstico de fallas y es la encargada de tomar de-

1Fault Detection and Diagnosis
2Fault Detection
3Fault Isolation
4Fault Estimation
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

cisiones en función de las condiciones de funcionamiento del sistema; es decir, si el
sistema se encuentra operando en condiciones normales, o no. Luego que una falla
es detectada, el próximo paso es la FI. Esta, determina la localización de la falla,
de forma que, el sensor o actuador defectuoso es identificado entre varios sensores
y actuadores. Es de destacar, que los sistemas de diagnóstico más elementales sólo
contienen módulos de detección y aislación de fallas, constituyendo un sistema de
Detección y Aislación de Fallas (FDI5, por sus siglas en inglés).

No obstante, los FDI no son capaces de proporcionar información completa y
detallada de la falla. Dicho de otro modo, los mismos no suministran datos re-
levantes como la magnitud, el comportamiento y la naturaleza de la falla. Esta
información es proporcionada por la etapa de FE, también conocida como iden-
tificación de fallas. Este procedimiento puede considerarse como una extensión
del FDI, ya que la estimación precisa de la falla implica conocer su ocurrencia
y ubicación. En consecuencia, la FE desempeña un papel de suma importancia
en la implementación de Sistemas de Control Tolerante a Fallas (FTCS6, por sus
siglas en inglés), los cuales se encargan de acondicionar las acciones de control
para mantener las caracteŕısticas de rendimiento y estabilidad deseadas ante la
ocurrencia de una falla [6].

1.1. Análisis de la principal bibliograf́ıa relacio-

nada con el tema propuesto

Resulta dif́ıcil describir el desarrollo histórico de los diversos métodos de super-
visión, detección y diagnóstico de fallas, debido a que las contribuciones originales
se hallan dispersas en la literatura técnica. El método más elemental de chequeo
de ĺımites es probablemente tan antiguo como la instrumentación de máquinas
y/o procesos, los cuales datan de finales del siglo XIX. En cambio, la supervisión
mediante el uso de registradores de tinta, y posteriormente de punto, se constituyó
en un equipamiento estándar desde mediados del siglo XX. Luego, a finales del
siglo XX, en sintońıa con el advenimiento de las computadoras, la situación cam-
bió sustancialmente dando comienzo a la introducción de algoritmos de control y
supervisión más complejos [7].

Como se comentó previamente, durante las últimas décadas, el crecimiento en
la demanda de seguridad y fiabilidad de los sistemas de control, ha incrementado
de forma significativa el número de investigaciones afines. Entre estas, se halla el
diseño de técnicas de evaluación sistemática de los potenciales de riesgo, como el
Análisis Funcional de Operatividad (HAZOP7, por sus siglas en inglés), desarrolla-
do en 1963 por la Imperial Chemical Industries [8]. Además, es posible encontrar
excelentes publicaciones desde un punto de vista ingenieril [4, 5, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19], entre otras. También, una extensa y comprensiva revisión
del desarrollo de módulos FDD ha sido presentado en la serie de trabajos [20, 21,

5Fault Detection and Isolation
6Fault-Tolerant Control System
7Hazard and Operability



1.2. ASPECTOS QUE LO HACEN DIFERENTE DE LO YA EXISTENTE 3

22]. En estos, los autores presentan una cobertura clarificadora de las aproxima-
ciones FDD desarrolladas con especial énfasis en investigaciones de la industria
de procesos petroqúımicos, los métodos de diagnóstico basados en modelos cuan-
titativos, cualitativos y la historia del proceso, han sido revisados. Otra fuente
de nutridas publicaciones es la base de datos del comité técnico SAFEPROCESS
de la Federación Internacional de Control Automático (IFAC8, por sus siglas en
inglés) [23].

Sin embargo, se ha observado que la mayoŕıa de las investigaciones y aplica-
ciones de módulos FDD son abordados sobre sistemas Lineales e Invariantes en el
Tiempo (LTI9, por sus siglas en inglés), por lo que su aplicación en sistemas no
lineales continua siendo un campo de investigación abierto a nuevas propuestas y
desarrollos. Como consecuencia, tomando todos estos aspectos en consideración,
este trabajo de tesis pretende abordar el diseño de herramientas de detección y
diagnóstico de fallas basadas en observadores de sistemas Lineales de Paráme-
tros Variables (LPV10, por sus siglas en inglés) aplicados en modelos t́ıpicos de la
industria de procesos, mediante el uso de herramientas matemáticas.

1.2. Aspectos que lo hacen diferente de lo ya

existente y conocido en el área

En los últimos años, los esquemas FDD se han consolidado como un importan-
te campo de investigación en la comunidad de la ingenieŕıa en control de procesos.
Dicho fortalecimiento está basado en las mejoras en términos de seguridad, fiabili-
dad y costo de operación que su aplicación induce. Además, los avances continuos y
crecientes en el control de procesos han resultado en plantas complejas y costosas,
incrementando la necesidad de un alto rendimiento de los sistemas de monitoreo
de fallas. En consecuencia, las técnicas FDD han surgido como un punto cŕıti-
co de mejora en la operación de plantas seguras y en la reducción de pérdidas
económicas.

A través de los años, variadas técnicas que emplean métodos cuantitativos y
cualitativos han sido desarrolladas. Estas buscan la detección temprana de fallas,
la disminución de la tasa de falsas alarmas y una mejora en la detección de fallas
ocultas en presencia de ruido y/o perturbaciones externas. El adecuado uso de
cada técnica depende de las caracteŕısticas de la planta y de la disponibilidad
del modelo de la misma. Esto es, si bien hay trabajos que han desarrollado las
diferentes técnicas teniendo en cuenta una aplicación especial, la mayoŕıa de las
aplicaciones en sistemas de detección y diagnóstico basados en modelo, han sido
utilizadas para sistemas mecánicos, eléctricos y aeroespaciales, mientras que las
técnicas basadas en datos han sido dominantes en los procesos petroqúımicos y
qúımicos, esto puede explicarse debido a la poca disponibilidad o complejidad del
modelo y a las inherentes no-linealidades naturales de los mismos. Por tal motivo,

8International Federation of Automatic Control
9Linear Time Invariant

10Linear Parameter Varying
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en este trabajo de tesis se busca conocer, dominar, desarrollar y utilizar técnicas de
FDD con fines prácticos, para aśı implementarlas en operaciones unitarias t́ıpicas
de procesos de la industria de qúımica, como lo es un sistema hidráulico, un
Intercambiador de Calor (HE11, por sus siglas en inglés), un Reactor Continuo de
Tanque Agitado (CSTR12, por sus siglas en inglés), entre otros.

En base a estas apreciaciones se plantean algunos cuestionamientos a saber:

¿Que información brindan las técnicas de FDD?

¿Que aspectos se deben contemplar en el diseño de las técnicas de FDD?

¿Cómo impactan las incertidumbres de modelado y el ingreso de perturba-
ciones en los esquemas FDD?

¿Cómo se evalúa el funcionamiento de los módulos FDD?

Estas preguntas no se resuelven completamente a través del desarrollo de esta
tesis, pero constituyen ĺıneas abiertas en esta área de investigación, y conforman
la motivación para estudiar estos tipos de sistemas.

1.3. Objetivos de la investigación

1.3.1. Objetivo general

Diseñar herramientas de detección y diagnóstico de fallas aplicadas a la in-
dustria de procesos, en base a observadores de sistemas lineales de parámetros
variables.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Diseñar módulos FDD basados en observadores para sistemas LTI.

Modelar sistemas no lineales, propios de la industria de procesos, como sis-
temas LPV.

Diseñar observadores de sistemas LPV válidos para la construcción de módu-
los FDD.

Evaluar y validar mediante simulaciones numéricas las aproximaciones FDD
propuestas.

11Heat Exchanger
12Continuous-Stirred Tank Reactor
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Conceptos preliminares

2.1. Definiciones

Previo al diseño de un esquema FDD resulta necesario conocer en detalle el
significado de algunos conceptos básicos involucrados. Estos, se han recopilado del
comité técnico SAFEPROCESS de IFAC [23], y de la literatura existente [7, 24,
25]. Se indican a continuación:

Falla: desviación no esperada o no permitida de, al menos, una propiedad
caracteŕıstica o parámetro del sistema desde su condición normal, aceptable
o estándar.

Aveŕıa: interrupción permanente de la capacidad del sistema para realizar
una función requerida bajo las condiciones de operación especificadas.

Perturbación: entrada que actúa sobre un sistema, la cual resulta en una
desviación temporal de su estado actual.

Funcionamiento defectuoso: irregularidad intermitente en el cumplimien-
to de la función deseada del sistema.

Śıntoma: cambio de una magnitud observable, desde su normal comporta-
miento.

Error: desviación entre el valor computado (de una variable de salida) y el
real, especificado o teóricamente valor correcto.

Residuo: indicador de falla, basado en la desviación entre mediciones y
valores calculados en base al modelo del sistema.

Monitoreo: tarea en tiempo real continua para determinar las posibles con-
diciones de un sistema f́ısico. A través del registro de información permite
reconocer e indicar anomaĺıas en el comportamiento.

Detección de fallas: determinación de las fallas presentes en un sistema,
y el tiempo de detección.

5
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Aislación de fallas: determinación del tipo, localización y tiempo de de-
tección de una falla. Sigue a la detección de fallas.

Estimación de fallas: determinación del tamaño y el comportamiento tem-
poral de una falla. Sigue a la aislación de fallas.

Diagnóstico de fallas: determinación del tipo, tamaño, ubicación y tiempo
de detección de una falla. Sigue a la detección de fallas, e incluye la aislación
y estimación de fallas.

2.2. Teoŕıa de control

Habitualmente, los principios básicos involucrados en la representación, el
análisis y el control de sistemas dinámicos, se clasifican en dos esquemas [26, 27,
28, 29, 30]. El primero, conocido como teoŕıa de control clásica, utiliza funciones
de transferencia, o funciones de respuesta en frecuencia, entre la salida controlada
y la entrada manipulada, en complemento con un análisis en el espacio transfor-
mado por Laplace, o por Fourier, donde el sistema queda caracterizado por un
cociente de polinomios, cuyas ráıces determinan su comportamiento dinámico. La
complejidad de su representación matemática se encuentra estrechamente relacio-
nada al orden del sistema bajo estudio, por lo que un incremento en el orden del
sistema trae aparejado una mayor dificultad en su análisis y el posterior diseño de
la estrategia de control. El segundo, llamado teoŕıa de control moderna, utiliza la
representación del sistema mediante ecuaciones diferenciales vectoriales de primer
orden, haciéndose necesario el uso funciones matriciales. Es de destacar, que dicha
teoŕıa emplea tres tipos de variables, las entradas, las salidas y los estados, donde
la cantidad de estados determina el orden del sistema. En tanto, el uso de nota-
ción matricial simplifica enormemente la representación matemática del sistema
de ecuaciones, y el incremento en la cantidad de variables de estados, de entradas
y/o de salidas, prácticamente no aumenta la complejidad de su formulación. A
diferencia de los modelos de representación entrada-salida, utilizados en la teoŕıa
de control clásica, la descripción de sistemas dinámicos en variables de estado
obedece al siguiente modelo general:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (2.1a)

y(t) = g(x(t), u(t)) (2.1b)

donde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm e y(t) ∈ Rp son los vectores de estados, de entradas y
de salidas, respectivamente. Espećıficamente, la Ec. (2.1a) se denomina ecuación
de estados y determina la dinámica del sistema, mientras que la Ec. (2.1b) se
denomina ecuación de salida.

2.3. Clasificación de fallas

Como se definió previamente, una falla se corresponde con una desviación no
esperada de, al menos, un parámetro del sistema desde su condición de normal
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funcionamiento, la cual, tiende a degradar el desempeño del sistema [5]. Estas, se
generan debido a distintas condiciones como ser el funcionamiento defectuoso de
actuadores, sensores y variaciones anormales en los parámetros del proceso [6].

Ejemplos t́ıpicos de fallas son:

Fallas en actuadores: defectos en rodamientos, engranajes y el envejeci-
miento o atascamiento de partes móviles. Los actuadores generan las entra-
das para controlar el proceso, por lo tanto, los actuadores defectuosos no son
capaces de generar las entradas de control deseadas.

Fallas en sensores: errores de escala, derivas, cortocircuitos y falsos con-
tactos. Los sensores proveen las mediciones necesarias al controlador para
generar las entradas de control.

Variaciones anormales en los parámetros del sistema: cambios en
los componentes del sistema. Bajo estas variaciones, el proceso original se
transforma en un proceso diferente y, como consecuencia, el controlador di-
señado podŕıa no ser capaz de conducir al nuevo proceso hacia el rendimiento
esperado.

2.3.1. Comportamiento temporal

Las fallas se pueden representar como una entrada adicional desconocida (fallas
aditivas) o como cambios en los parámetros de la planta (fallas multiplicativas).
Es importante remarcar que las perturbaciones también son entradas externas de
origen desconocido, por lo que no existen diferencias entre una perturbación y una
falla aditiva, siendo la misma sólo subjetiva. En términos generales, aquellas per-
turbaciones que interesan ser detectadas y aisladas se las denomina fallas, mientras
que a las restantes simplemente perturbaciones [24].

Tanto las fallas aditivas como las perturbaciones se consideran funciones deter-
mińısticas y, por lo general, no se asume un comportamiento temporal predeter-
minado. En su análisis se distinguen tres tipos de fallas aditivas, de acuerdo a su
comportamiento temporal, siendo estas: abruptas, incipientes e intermitentes. En
la Fig. 2.1 se aprecia la caracteŕıstica temporal de los tipos de fallas mencionadas.

t

f(t)

(a) Abrupta

t

f(t)

(b) Incipiente

t

f(t)

(c) Intermitente

Figura 2.1: Tipos de comportamientos de las fallas.
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En esta tesis, a la señal ruido también se la considera una entrada externa
aditiva, pero con un comportamiento aleatorio en el que se asume media aritmética
cero (µ = 0). De este modo, cualquier señal que tenga una distribución con media
aritmética distinta de cero se puede considerar como una perturbación [5].

2.3.2. Representación de fallas

Considerando un sistema LTI que posee Múltiples-Entradas y Múltiples-Salidas
(MIMO1, por sus siglas en inglés) libre de fallas, perturbaciones y ruidos, cuya
relación de entradas-salidas viene dada por

y(t) = Σu(t)

donde, la notación Σ simboliza la representación del sistema en espacio de estados

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

siendo, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm e y(t) ∈ Rp el vector de estados, entradas y salidas
del sistema, respectivamente. Además, A, B, C y D son matrices conocidas de
dimensiones adecuadas [26].

Las posibles fallas que afectan al sistema planteado son:

Fallas en los actuadores a las entradas (fu).

Fallas en el proceso (∆Σ).

Fallas en los sensores a la salida (fy).

Este tipos de fallas se representan en la Fig. 2.2.

u(t) +
+

fu

Σ

∆Σ

+
+

fy

y(t)
uf (t) yf (t)

Figura 2.2: Sistema con fallas aditivas (fu y fy) y multiplicativas (∆Σ).

Fallas multiplicativas

Las fallas ocurridas dentro del proceso, son representadas por una variación
de los parámetros del sistema. Entonces, en presencia de fallas multiplicativas, el
modelo del sistema se escribe como,

ẋ(t) = Afx(t) +Bfu(t)
y(t) = Cfx(t) +Dfu(t)

1Multiple-Input Multiple-Output
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donde

Af = A +∆A; Bf = B +∆B; Cf = C +∆C; Df =D +∆D

siendo ∆A, ∆B, ∆C y ∆D la desviación de los parámetros del sistema con res-
pecto de sus valores nominales. Es importante notar, que las discrepancias entre
el sistema real y el modelo matemático disponible son consideradas fallas multi-
plicativas.

Fallas aditivas

Las fallas aditivas se consideran como entradas desconocidas al proceso, nor-
malmente de magnitud nula. Su presencia genera un cambio en la salida del sistema
independiente a las entradas conocidas. Por lo tanto, el modelo del sistema con
fallas aditivas en actuadores y sensores se expresa como,

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Fufu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t) + Fyfy(t)

donde fu ∈ Rq y fy ∈ Rl son el vector de fallas de entrada y de salida, respecti-
vamente. Además, Fu ∈ Rn×q y Fy ∈ Rp×l representan la matriz de distribución de
fallas a la entrada y a la salida, respectivamente.

2.4. Residuos

Los residuos son señales variantes en el tiempo que se utilizan para la detección
de fallas y, por lo tanto, representan un componente fundamental en los sistemas
de FDD. T́ıpicamente, los residuos son diseñados para ser nulos en condiciones
de operación libre de fallas (o pequeños cuando el proceso está afectado por per-
turbaciones e incertidumbres de modelado), y significativamente distintos de cero
cuando ocurren las fallas. Sin embargo, se aclara para el lector que existen otros
casos. Es decir, un generador residuos basado en funciones de verosimilitud indica
la probabilidad de que los datos observados sean generados por un proceso sin
fallas, por lo que su residuo es de considerable magnitud en ausencia de fallas, y
pequeño en presencia de estas. No obstante, para este trabajo de tesis se supone,
sin pérdida de generalidad, que un residuo es cero en ausencia de fallas.

En la literatura existente se distinguen al menos dos aproximaciones: residuos
direccionales y residuos estructurados.

2.4.1. Residuos direccionales

El concepto de residuos direccionales refiere al diseño de un vector de residuos,
de forma que los mismos apunten en diferentes direcciones, dependiendo de cual
sea la falla que esté presente en el sistema [31]. Por ende, la aislación de fallas se
alcanza en base al estudio y clasificación de las direcciones del residuo, permitiendo
aislar fallas a partir de su localización en un espacio de residuos multidimensio-
nal. En este contexto se destacan algunos enfoques. Esto es, se ha abordado el
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diseño de residuos direccionales empleando factorización estable para generar un
vector de paridad generalizado, aplicado directamente a las mediciones de las en-
tradas/salidas de la planta monitoreada [32, 33]. Además, se ha demostrado que
los residuos direccionales resultantes de una mezcla arbitraria de fallas de entra-
da/salida pueden generarse mediante el uso de relaciones de paridad dinámicas
[9]. Sin embargo, esta aproximación no ha sido ampliamente desarrollada, proba-
blemente debido a los problemas asociados con el diseño de un vector de residuos
con determinadas caracteŕısticas.

2.4.2. Residuos estructurales

El concepto de residuos estructurales se basa en la obtención de un conjunto
de residuos, a través de los cuales cada residuo individual resulta sensible a un
subconjunto de fallas [34]. De esta forma, a través del estudio del comportamien-
to de los residuos se logra la detección de fallas. Los residuos estructurados han
sido fuertemente desarrollados en la literatura, tanto para estudios teóricos como
prácticos. En consecuencia, debido a su simplicidad, se han presentado numerosos
métodos de generación de residuos para sistemas lineales, como para no lineales.
Además, como una generalización de los residuos estructurados, se ha propues-
to la prueba de hipótesis estructurada, donde el método de detección se define
formalmente en base a una estructura [35].

Por otro lado, es importante destacar que los residuos estructurados no solo
se utilizan en la detección de fallas, sino que también son de gran utilidad para el
aislamiento de las mismas, en un marco de aislación estructurado residuo/prueba
de hipótesis. Esto es, para lograr la aislación de fallas, además de la detección,
resulta necesario diseñar un conjunto de residuos que sean sensibles a diferentes
subconjuntos de fallas. Esto es, la sensibilidad de cada residuo, a una u otra falla,
está determinada por una estructura de influencia. Esta configuración suele recibir
diferentes nombres, por ejemplo, matriz de incidencia [36], estructura residual [5]
y conjunto de codificación [34]. Aśı mismo, las fallas a las que el residuo debe ser
sensible se denominan monitoreadas y a las que el residuo debe ser insensible se
llaman no monitoreadas.

Las fallas no monitoreadas están desacopladas en los residuos. Por lo que, el
problema de generación de residuos es, en el marco de un residuo estructurado,
esencialmente un problema de desacople. Vale la pena señalar que, en general,
mientras más fallas estén desacopladas en cada residuo, mayor es la posibilidad de
aislar fallas múltiples. El costo por esta mejora en la aislación está en la necesi-
dad de una mayor cantidad de sensores y, como consecuencia, los generadores de
residuos se vuelven más complejos y dependientes del modelo.

2.4.3. Generadores de residuos

Los generadores de residuos son filtros que mediante el tratamiento de señales
conocidas producen señales de residuos. Una de las principales dificultades en el
diseño de generadores de residuos involucra al desacoplamiento de perturbaciones,
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es decir, asegurar que el residuo no se encuentre afectado por entradas desconoci-
das, no consideradas fallas.

El elemento central de un esquema FDD basado en modelos es el generador de
residuos. En estos, cada elemento del vector de residuos generado r(t) ∈ R debe
ser insensible a ciertas entradas del sistema,

r(t) = 0⇐⇒ u(t) ≠ 0 ∧ f(t) = 0

y sensible a las fallas,

r(t) ≠ 0⇐⇒ f(t) ≠ 0 (2.2)

donde f(t) se corresponde con una señal de falla, cualesquiera. La Ec. (2.2) es la
base de la detección de fallas basada en modelo, utilizando residuos.

El vector de residuos en un FDD es una función lineal de las entradas y salidas
del sistema monitoreado, y el generador de residuos resulta ser en la práctica un
algoritmo, que actúa sobre las observaciones del sistema.

2.5. Redundancia

En ingenieŕıa, la redundancia se corresponde con la duplicación de componen-
tes, o funciones cŕıticas de un sistema, con la intención de aumentar su fiabilidad,
generalmente en forma de respaldo, o a prueba de fallas. Espećıficamente, en los
sistemas de control donde el cumplimiento de los requerimientos de seguridad es
cŕıtico (aviones, centrales nucleares o plantas qúımicas) la totalidad, o alguno, de
sus componentes son triplicados, e incluso se implementan mayores ordenes de re-
dundancia. De esta forma, la presencia de fallas en un componente del sistema es
detectada por los elementos redundantes. Como consecuencia, debido a que cada
uno de estos elementos rara vez falla, y a que se espera que los componentes fallen
de manera independiente, se calcula que la probabilidad de que todos los com-
ponentes redundantes fallen es extraordinariamente pequeña; a menudo superada
por otros factores de riesgo, como el error humano.

Es importante notar, que la utilización de redundancia en ocasiones disminuye,
en lugar de aumentar la fiabilidad de un sistema. Esto se debe a que incrementa
considerablemente la complejidad de los mismos, haciéndolos propensos a otros
tipos de problemas [37].

Aśı, uno de los mayores problemas asociados a la inclusión de componentes ex-
tras, es la creación del error de modo común, generado por una falla que provoca
el mal funcionamiento de todos los componentes a la vez. Es decir, en sistemas
complejos, la independencia teórica (o de diseño) no es necesariamente un hecho.
Por lo que existe en algún punto la posibilidad de interacciones no planeadas en-
tre los componentes redundantes, promoviendo la presencia de errores de modo
común. Sin embargo, siempre que exista alguna posibilidad de interacción no pla-
nificada entre los componentes redundantes, se impondrán ĺımites inherentes a la
efectividad de la redundancia como solución a los problemas de fiabilidad.

Otra de las formas en que la redundancia puede ser contraproducente es cuando
la difusión de responsabilidades conduce a una “elusión”. Es un fenómeno común,
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en el cual las personas reducen su responsabilidad creyendo que otros la asumirán.
En la ingenieŕıa, generalmente, los sistemas redundantes son mecánicos, electróni-
cos o algoritmos, por lo que este efecto solo se percibe cuando las personas están
a cargo de la supervisión de sistemas.

Por último, otro de los inconvenientes que puede acarrear el uso de redundancia
es la sobrecompensación, que ocurre cuando la adición de componentes redundan-
tes alienta a las personas a incursionar en un comportamiento inherentemente
riesgoso: conducir más rápido, volar más alto, producir más enerǵıa, etc.

En la literatura se distinguen dos tipos de redundancias (ambas se bosquejan
en la Fig. 2.3), denominadas redundancia f́ısica y redundancia anaĺıtica.

u(t) Proceso
Sensores

×1
y(t)

Sensores
×N

Mecanismo
de

detección

..
.

f(t)

Algoritmo
generador

de residuos

Mecanismo
de

detección

f(t)

Redundancia anaĺıtica

Redundancia f́ısica

Figura 2.3: Redundancia f́ısica y anaĺıtica.

2.5.1. Redundancia f́ısica

La redundancia f́ısica es la aproximación ingenieril tradicionalmente utiliza-
da para garantizar la operación de sistemas dinámicos en presencia de fallas. Su
aplicación se basa en la instalación de n elementos redundantes.

Espećıficamente, para la redundancia f́ısica en elementos sensores, este enfo-
que evalúa las n mediciones y se seleccionan aquellas indicadas por la mayoŕıa
(plausibidad). Es interesante destacar, que la inclusión de solo dos sensores hace
que la aislación de fallas no sea factible, pues no seŕıa posible distinguir cual de
las mediciones es correcta.

Por otro lado, para la redundancia f́ısica en elementos de control, se deben
instalar n actuadores que solo se utilizarán cuando los principales presenten fallas.
Desde el punto de vista técnico la redundancia de un actuador no es tan sencilla,
como lo planteado en el caso de los sensores, incrementando la complejidad de su
aplicación.

Como consecuencia, la redundancia f́ısica implica el diseño de sub-sistemas
paralelos, que conllevan a un mayor costo, espacio f́ısico, y complejidad. Todos
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estos factores, hacen que este enfoque sea poco atractivo, siendo justificado solo
para los casos en que el proceso sea cŕıtico en seguridad.

2.5.2. Redundancia anaĺıtica

La redundancia anaĺıtica, o redundancia artificial, se alcanza por medio de la
dependencia funcional de las variables del proceso, y generalmente se expresa por
medio de un conjunto de relaciones temporales, o algebraicas, que vinculan las en-
tradas, los estados y las salidas de la planta [38]. Espećıficamente, la esencia de la
redundancia anaĺıtica, en el diagnóstico de fallas, se debe a la comparación de las
variables actuales del sistema, frente a generadas a través de su modelo matemáti-
co representativo, para luego observar sus inconsistencias. Dichas inconsistencias,
expresadas como residuos, son de utilidad para la detección y aislamiento de fa-
llas. Como se presentó en la Sección 2.4, los residuos son nulos en las condiciones
de operación libre de fallas, y significativamente distintos de cero cuando ocurren
las fallas. La generación de residuos requiere de un modelo matemático expĺıcito
del sistema, ya sea su representación en espacio de estados, su modelo de en-
trada/salida, o identificado del tipo caja negra (ARMA, ARMAX, etc.). Es de
notar, que este análisis depende sensiblemente de la representatividad del modelo
matemático disponible.

2.6. Clasificación de los métodos de detección y

diagnóstico de fallas

Usualmente, los métodos FDD se clasifican en dos grandes grupos, los que
no precisan de un modelo matemático del proceso, y los que śı. En este trabajo
de tesis se aborda un método basado en modelos, aunque para esquematizar el
contexto general se introducen ambos grupos brevemente.

2.6.1. Métodos libres de modelo

Los métodos FDD que no emplean un modelo matemático del proceso abarcan
desde la redundancia f́ısica, los sensores especiales, seguidos del chequeo de ĺımites,
el análisis estad́ıstico y espectral, hasta los sistemas expertos, entre otros [5].

Redundancia f́ısica: tal como se ha indicado en la Sección 2.5.1, esta técnica
consta de la instalación de múltiples sensores para medir el mismo fenómeno
f́ısico. De este modo, cualquier discrepancia severa entre las mediciones in-
dicará una falla en los sensores [18].

Sensores especiales: en este enfoque se instalan sensores en forma expĺıcita
para la detección y el diagnóstico de fallas. Ejemplos de éstos son los sensores
de vibración, elongación u otros [4].
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Chequeo de ĺımites: es el método más ampliamente utilizado en la práctica,
las mediciones de la planta son comparadas con ĺımites previamente determi-
nados. De este modo, cuando se exceden los valores de umbral establecidos
se indica una falla. En muchos sistemas, se suelen establecer dos niveles de
ĺımites, el primero notifica una precaución, mientras que el segundo pone
al sistema en emergencia. Esta técnica puede ser extendida al análisis de
tendencias de las variables seleccionadas [7].

Análisis espectral: la mayoŕıa de las plantas exhiben una respuesta espectral
t́ıpica bajo condiciones de operación nominal, por lo tanto, cualquier desvia-
ción representa un funcionamiento anormal del sistema. De hecho, ciertos
tipos de fallas exhiben una representación espectral caracteŕıstica, lo que
facilita su detección [19].

Análisis estad́ıstico: está basado en el conocimiento a priori de la distribución
del sistema bajo estudio. Entonces, suponiendo que la distribución de una
determinada variable monitoreada es normal, los parámetros de interés son
su valor medio y su desviación estándar. Cuando una falla ocurre en el pro-
ceso, su media y/o su desviación estándar se alejan de sus valores nominales,
detectando la anomaĺıa [7].

Sistemas expertos: son sistemas altamente especializados que abordan pro-
blemas entorno a un dominio estrecho de experiencia. Los principales com-
ponentes para el desarrollo de un sistema experto incluyen: adquisición del
conocimiento, elección de la representación del conocimiento, codificación del
conocimiento en una base de conocimiento y desarrollo de procedimientos
de inferencia para el diagnóstico. Las principales ventajas en el desarrollo de
sistemas expertos para la resolución de problemas de diagnóstico son: faci-
lidad de desarrollo, razonamiento transparente, capacidad de razonar bajo
incertidumbre y habilidad de proporcionar explicaciones para las soluciones
provistas [39, 40].

2.6.2. Métodos basados en modelos

Los métodos FDD basados en modelos utilizan una representación matemática
expĺıcita del proceso y, en general, se basan en el concepto de redundancia anaĺıti-
ca. Tal como se ha presentado en la Sección 2.5.2, en contraste con la redundancia
f́ısica donde se comparan múltiples mediciones del mismo fenómeno f́ısico, la re-
dundancia anaĺıtica evalúa la diferencia entre las variables medidas del proceso y
el computo anaĺıtico de las mismas. Dicho computo, emplea mediciones presentes
y/o previas de otras variables, y el modelo matemático de la planta. Además, esta
idea puede extenderse a la comparación de dos cantidades anaĺıticas generadas
u obtenidas desde diferentes conjuntos de variables. En ambos casos, la diferen-
cia resultante se denomina residuo y es un indicador de la presencia de fallas en
el sistema. Otra clase de métodos basados en modelos, aplican directamente la
estimación de los parámetros del sistema [5].

Los esquemas FDD basados en modelos se suelen agrupar en:
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Ecuaciones de paridad: en este enfoque, se aplica sobre las ecuaciones de
entrada-salida del modelo una transformación dinámica lineal. De este modo,
los residuos transformados sirven para la detección y aislación de fallas.
Además, en el diseño de la transformación se puede incluir el desacople de
perturbaciones e, incluso, controlar la dinámica de la respuesta, dentro de
ciertos ĺımites impuestos por los requerimientos de causalidad y estabilidad.
Algunos trabajos que explican esta técnica son [7, 24, 32].

Estimación de parámetros: es la forma más natural e intuitiva de implemen-
tar la detección y aislación de fallas multiplicativas. En este esquema, un
modelo de referencia es obtenido mediante una primera identificación de la
planta en condición libre de fallas. Luego, los parámetros son continuamente
identificados en ĺınea y las desviaciones desde el modelo de referencia sirven
como base para la detección y aislación de fallas. La estimación de paráme-
tros es el más confiable de los métodos de redundancia anaĺıtica, pero esta
es más demandante en términos de capacidad de cómputo y requerimientos
de excitación de entrada. Ejemplos de esta aproximación son [5, 41].

Observadores de diagnóstico: en esta aproximación, un observador es utili-
zado para estimar las salidas del sistema actual. Los residuos se construyen
a partir del error entre las medidas del proceso y su estimación. El diseño
del observador permite libertades que pueden ser utilizadas para mejorar la
generación de residuos. Más espećıficamente, la dinámica de la respuesta a
las fallas puede ser controlada, dentro de ciertos ĺımites, por las ganancias
del observador. Varios trabajos se han escrito en torno a este enfoque [24,
42, 43, 44].

Filtros de Kalman: este modo de abordar la detección y diagnóstico de fa-
llas se basa en un algoritmo recursivo diseñado en base al conocimiento del
modelo que representa las condiciones normales de operación. El filtro pro-
duce una secuencia de innovaciones independientes (residuos), siendo este
un estimador de estados óptimo y de mı́nimo error de estimación. En conse-
cuencia el residuo cambia su comportamiento de ruido blanco (media cero y
covarianza conocida), si se produce una falla. En principio, la aplicación del
filtro de Kalman es similar a la de los observadores de estado, pero este, es
especialmente adecuado en procesos con relativamente grandes variaciones
de las variables de estado y ruido en la salida. Aplicaciones de este esquema
se pueden encontrar en [25, 45, 46].

Históricamente, el diagnóstico de fallas basado en modelos anaĺıticos fue desa-
rrollado en torno a sistemas LTI descriptos matemáticamente en forma exacta y/o
con incertidumbre, varios trabajos se han escrito en relación a estos temas [24, 42].
Pero el FDD en sistemas no lineales continúa siendo un desaf́ıo, debido a la pro-
blemática que genera discriminar entre perturbaciones y fallas en un amplio rango
de condiciones de operación [47]. Diferentes técnicas basadas en el conocimiento
exacto de sistemas no lineales permiten generar residuos insensibles a fallas por
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métodos espećıficos de desacople [48, 44, 6], aunque estas representaciones solo
contemplan un tipo espećıfico de sistemas no lineales.

Una atractiva alternativa al problema de modelado no lineal, es el uso de
la aproximación mediante multi-modelos lineales, o sistemas LPV, cuya mayor
ventaja radica en la posibilidad de utilizar, de manera extendida, herramientas
matemáticas comúnmente empleadas en sistemas LTI. Además, otra interesante
caracteŕıstica de los sistemas LPV reside en la posibilidad de formular problemas
de análisis como problemas de optimización convexa que involucran Desigualdades
Lineales Matriciales (LMI2, por sus siglas en inglés), las cuales se resuelven efi-
cientemente empleando computadoras [49]. Esta técnica ha sido satisfactoriamente
utilizada en problemas de control robusto sobre sistemas no lineales [50, 51], pero
en escasas oportunidades utilizada en FDD [52]. Por lo que el presente trabajo
de tesis aborda el desarrollo de observadores en sistemas LTI hasta su evolución
a observadores en sistemas LPV, ambos para la construcción de módulos FDD
aplicados a sistemas t́ıpicos de la industria de procesos.

2.7. Sistemas lineales de parámetros variables

En general, los procesos f́ısicos son no lineales y de naturaleza variable en el
tiempo. Dichas no linealidades, las más frecuentes en la ingenieŕıa de control, van
desde una simple saturación, o limitación en la tasa de cambio, hasta comporta-
mientos intŕınsecamente ligados a la naturaleza del sistema. Sin embargo, siempre
que el sistema no se desv́ıe demasiado desde su condición de operación nominal, es
posible describir su comportamiento a través de un sistema LTI. De este modo, es
viable su análisis mediante la utilización de herramientas ya conocidas y amplia-
mente desarrolladas [53]. A menudo, resulta necesario trabajar en amplios rangos
de operación donde el modelo lineal es inadecuado o inexacto. Es por ello, que a
dichos sistemas se los suele representar mediante el enfoque de sistemas LPV.

Un sistema LPV depende expĺıcitamente de un parámetro, o de un vector de
parámetros ρ(t), que es medido u observado en tiempo real. Este tipo de sistemas
se representan en espacio de estados con las siguientes ecuaciones,

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) +B(ρ(t))u(t)
y(t) = C(ρ(t))x(t) +D(ρ(t))u(t)

donde

ρ(t) = [ρ1(t), . . . , ρk(t)]T ∈ Ω ⊂ Rk

Los puntos que conforman el espacio admisible pertenecen en todo instante al
conjunto compacto Ω ⊂ Rk. Esto es, el vector de parámetros satisface en todo
instante de tiempo t la condición,

ρ(t) ∈ Ω = {ρ(t) ∶ ρi ≤ ρi(t) ≤ ρi, ∀i = 1,2, . . . , k} ⊂ Rk (2.3)

siendo ρi y ρi los ĺımites inferior y superior del parámetro ρi(t), respectivamente.

2Linear Matrix Inequalities
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Remarca 2.1. Los sistemas LPV pueden interpretarse como una generalización
de los sistemas LTI cuando la variación del parámetro admisible, es constante
ρ(t) = ρ0.

Tal como se introdujo previamente, una de las caracteŕısticas atractivas en el
marco de los sistemas LPV es la posibilidad de formular problemas de análisis
como problemas de optimización convexa que involucran LMIs. La incursión de
las LMI en la comunidad de la ingenieŕıa de control se inició con la teoŕıa de
estabilidad de Lyapunov (ver Apéndice D). Aunque, el importante rol de las LMI
en la teoŕıa de control fue reconocido a principios de los años sesenta, especialmente
por Yakubovich [54]. Luego, desde finales de los años ochenta, el uso de las LMI
resurgió debido al desarrollo de los computacionalmente eficientes algoritmos de
punto interior para LMI [55]. Hoy en d́ıa, existen varios paquetes de software
capaces de representar problemas LMI en lenguajes de alto nivel e interactuar con
MATLAB (LMI-Lab [56] y SeDuMi [57] son ejemplos de estos)

Teniendo todo lo anterior en cuenta, y tal como se presenta en el Apéndice B, el
comportamiento dinámico de un sistema no lineal puede ser aproximado, o incluso
representado, por el siguiente modelo LPV

ẋ(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Aix(t) +Biu(t) +∆xi}

y(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Cix(t) +Diu(t) +∆yi}

(2.4)

donde Ai, Bi, Ci, Di, ∆xi y ∆yi son matrices constantes de dimensiones apropia-
das, las funciones de pertenencia µi(⋅) dependientes del parámetro variable ζ(t)
asumido dependiente de una variable medible (entrada o salida). Además µi(ζ(t))
satisface,

µi (ζ(t)) ≥ 0;
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) = 1

2.8. Observador de entrada desconocida

Definición 2.1 (Observador de entrada desconocida). Siendo un sistema LTI
descripto por,

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ffu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(2.5)

donde, x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp y fu ∈ Rq son el vector de estados, entradas, salidas
y entradas desconocidas del sistema, respectivamente. Además, A, B, C, D y F
son matrices conocidas de dimensiones apropiadas [26].

Un observador del sistema representado en la Ec. (2.5) es definido como Ob-
servador de Entrada Desconocida (UIO3, por sus siglas en inglés), si su vector de
estimación del error de estados e(t) tiende a cero asintóticamente sin importar la
presencia de la entrada desconocida (o perturbación en el sistema) [42].

3Unknown Input Observer
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Caṕıtulo 3

Detección y diagnóstico de fallas
en sistemas lineales

A través del presente caṕıtulo se presenta el diseño de observadores de orden
reducido para el desarrollo de esquemas de FDD capaces de detectar, aislar y
diagnosticar el funcionamiento defectuoso de actuadores en sistemas LTI. Segui-
damente, se evalúan las capacidades y el comportamiento de las aproximaciones
propuestas sobre operaciones unitarias t́ıpicas de la industria de procesos qúımicos.

3.1. Sistemas LTI con entrada desconocida

Primeramente se considera la representación de un sistema LTI que contempla
el ingreso de una entrada desconocida. Esto es,

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ffu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(3.1)

donde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, fu(t) ∈ Rq e y(t) ∈ Rp son el vector de estados, entradas
conocidas, entradas desconocidas, y salidas, respectivamente. Además, A, B, C y
D son matrices constantes de dimensiones apropiadas. Por último, F se compone
de una columna espećıfica de B, correspondiente al actuador a diagnosticar.

Suposición 1. En general, para los sistemas f́ısicos, la matriz D es nula y la
salida y(t) de la Ec. (3.1) se reduce a una simple combinación ponderada de las
variables de estado. Resultando,

y(t) = Cx(t) (3.2)

3.1.1. Diseño del observador de orden reducido

En la actualidad, esta aproximación ha sido ampliamente utilizada para el
desarrollo de esquemas FDD en sistemas LTI [24, 58, 59, 60]. Asimismo, constituye
una herramienta básica y fundamental para el desarrollo de esquemas FDD sobre
sistemas LPV presentado en el Caṕıtulo 4.

19
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A continuación, se presenta el procedimiento de diseño de un observador de
orden reducido (n − q), introducido por Hou y Muller [61].

Suponiendo que el rango de F es q, resulta factible adoptar una matriz no
singular T como,

T = [N F ] ; N ∈ Rn×(n−q) (3.3)

siendo N una matriz de diseño. Aśı, la Ec. (3.1) se convierte en el sistema equiva-
lente,

˙̄x(t) = Āx(t) + B̄u(t) + F̄ fu(t) (3.4a)

y(t) = C̄x(t) (3.4b)

donde,

x(t) = T ¯x(t) = T [x̄1(t)
x̄2(t)

]

Ā = T −1AT = [Ā11 Ā12

Ā21 Ā22
] ; B̄ = T −1B = [B̄1

B̄2
]

F̄ = T −1F = T [ 0
Iq
] ; C̄ = CT = [CN CF ]

(3.5)

con x̄1(t) ∈ Rn−q y x̄2(t) ∈ Rq.
Debido a que el subvector x̄2(t) de la Ec. (3.4a) involucra directamente a la

entrada desconocida fu(t), simplemente se la descarta de la Ec. (3.4), y se obtiene
un sistema libre de entrada desconocida como,

[In−q 0] ˙̄x(t) = [Ā11 Ā12] x̄(t) + B̄1u(t) (3.6a)

y(t) = [CN CF ] x̄(t) (3.6b)

Asumiendo que x̄2(t) se obtiene desde y(t), el sistema de la Ec. (3.6) se transforma
en un sistema lineal convencional. De hecho, si la matriz CF tiene rango columna
completo, existe una matriz no singular,

U = [CF Q] ; Q ∈ Rm×(m−q) (3.7)

siendo,

U−1 = [U1

U2
] (3.8)

con U1 ∈ Rq×m y U2 ∈ R(m−q)×m y pre-multiplicando ambos lados de la Ec. (3.6b)
por U−1, resulta

U1y(t) = U1CNx̄1(t) + x̄2(t) (3.9)

y(t) = CNx̄1(t) (3.10)
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seguidamente, sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.6a) y combinándola con la
Ec. (3.10) se tiene,

˙̄x1(t) = Ã1x̄1(t) + B̄u(t) + Ē1y(t) (3.11)

ȳ(t) = C̃1x̄1(t) (3.12)

siendo

Ã1 = Ā11 − Ā12U1CN ; E1 = Ā12U1

C̃1 = U2CN ; ȳ(t) = U2y(t)
(3.13)

Donde se puede verificar que el rango de C̃1 es m − q. En este punto si el par
(Ã1, C̃1) es observable, y siguiendo el procedimiento de diseño de un observador
de Luenberger convencional (ver Apéndice A.2), es posible diseñar un Observador
de orden Reducido para el sistema libre de Entradas Desconocidas (RUIO1, por
sus siglas en inglés), de la Ec. (3.13), como:

Φ̇(t) =KΦ(t) + B̄1u(t) −L∗y(t); w(t) ∈ Rn−q (3.14)

con Φ(t) ∈ Rn−q, L∗ = LU2 + E1 y K = Ã1 − LC̃1. Donde L ∈ R(n−1)×(m−q) es la
ganancia del observador a diseñar y Φ(t) → ˆ̄x1(t) cuando t→∞.

Para ello, el error de estimación de estados se define como,

e(t) = x̄1(t) −Φ(t)

por consiguiente, la dinámica del error de estimación es

ė(t) = ˙̄x1(t) − Φ̇(t)
= Ã1x̄1(t) −KΦ(t) −Ly(t)
=K(x̄1(t) −Φ(t))

resultando,

ė(t) =Ke(t).

En tanto, si K es Hurwitz, e(t) → 0 asintóticamente. De esta forma, a partir de la
Ec. (3.14), se tiene que Φ(t) → ˆ̄x1(t) a medida que t→∞. Obteniendo,

x̂(t) = T ˆ̄x(t) = T [ Φ(t)
U1y(t) −U1CNΦ(t)] (3.15)

donde x̂(t) → x(t), cuando t→∞.
Las condiciones de existencia para el observador, previamente descripto, se

establecen en base al Teorema 3.1.

Teorema 3.1 (Existencia del observador). Dado el sistema LTI presentado en la
Ec. (3.1), el observador descripto por las Ec. (3.14) y (3.15), existen si y solo si,

1Reduced-order Unknown Input Observer
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1. rango(CF ) = rango(F )

2. el par (Ã1, C̃1) es observable

3. rango(sIn−q − Ā11 −Ā12

CN CF
) = n ∀s ∈ C, R{s} ≥ 0

Demostración. La condiciones necesarias para la existencia del observador de en-
trada desconocida, presentadas en el Teorema 3.1, han sido probadas por varios
autores [61, 62, 63].

3.1.2. Estimación de la entrada desconocida

Finalmente, a partir de la Ec. (3.4a), y dado que ˆ̄x(t) → x̄(t) cuando t → ∞,
es posible estimar la entrada desconocida fu(t), como

f̂u(t) = ˙̄x2(t) − Ā21x̄1(t) − Ā22x̄2(t) − B̄2u(t) (3.16)

En la Fig. 3.1 se bosqueja el esquema del observador de orden reducido libre de
entrada desconocida analizado.

u(t) B +
+

+

fu(t) F

∫
C y(t)

A

L∗

U1

−
+

B̄1
+
+

+

∫

K U1CN

T C +
−

r(t)
x̂(t) ŷ(t)

Φ(t)

x(t)

RUIO

∂
∂t

Ā22

Ā21

B̄2

−
+

−
+

− f̂u(t)

Estimador

Figura 3.1: Observador de orden reducido libre de entrada desconocida.
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3.2. Módulo de detección y diagnóstico de fallas

Si el RUIO presentado en las Ec. (3.14) y (3.15) es factible de ser diseñado tal
que e(t) → 0 cuando el sistema esté libre de fallas, y definiendo r(t) = ∣ŷ(t)−y(t)∣ =
∣Ce(t)∣. Entonces, de igual forma, r(t) → 0 cuando el sistema se encuentre libre
de fallas. En base a dicha observación y siguiendo los esquemas clásicos de FDI
basados en residuos [42], la detección de la falla se alcanza cuando:

Falla =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Falso, r(t) ≤ rth
Verdadero, r(t) > rth

(3.17)

donde rth es un umbral de detección fijo. Por otro lado, de acuerdo a los esquemas
preexistentes [7, 58], como se observa en la Fig. 3.2, es posible construir un banco
de observadores para, a partir del análisis de sus residuos, aislar la presencia de
fallas en los actuadores.

u(t) Proceso y(t)

RUIO 1 C +
−

RUIO N C +
−

...

Mecanismo
de

detección

f(t)

r1(t)

rN (t)

...

FDI

Figura 3.2: Banco de observadores para la detección de fallas.

Incluso, con el objetivo de reducir los errores de estimación, es posible combinar
las estimaciones de la Ec. (3.16) con la detección y aislación de fallas. Constitu-
yendo, de este modo, un módulo de FDD que provee la información completa de
ocurrencia, localización y magnitud de la falla.

3.3. Simulaciones y resultados

En esta sección se evalúa el comportamiento y la efectividad del esquema FDD
propuesto en las Secciones 3.1 y 3.2, sobre operaciones unitarias t́ıpicas de la indus-
tria de procesos qúımicos (ver Apéndice C). Para ello, se han realizado simulaciones
numéricas utilizando las herramientas de software MATLAB©, Simulink©.
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3.3.1. Dos tanques sin interacción

En base al proceso de dos tanques sin interacción presentado en el Apéndi-
ce C.1. Más precisamente, siendo la Ec. (C.2) el modelo LTI del sistema linealiza-
do en torno al punto de operación x = {0,3075 m, 0,25 m}, se ha desarrollado un
banco de dos RUIO dedicados (uno por cada actuador), cuyo esquema es similar
al bosquejado en las Figs. 3.1 y 3.2, con el propósito de detectar, aislar y estimar
el ingreso de fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

Se inicia el diseño del primer observador definiendo la matriz de entrada des-

conocida F = [ 1
A1

0]T (primer columna de B) y diseñando, mediante asignación
de polos, la matriz de ganancias L. De esta forma se obtienen las matrices del
RUIO de la Ec. (3.14), capaz de detectar y aislar fallas del actuador q2, y estimar
las fallas sobre el actuador q1 (la disposición de los actuadores a diagnosticar se
bosqueja en la Fig. C.1).

Por otro lado, para el diseño del segundo observador, se define la matriz

F = [0 1
A2

]T (segunda columna de B), y se repite el procedimiento desarrolla-
do previamente. Como consecuencia, se construye el RUIO de la Ec. (3.14) para
la detección y aislación de fallas sobre el actuador q1, que además permite estimar
las fallas sobre el actuador q2.

Simulación numérica

Con el propósito de evaluar el comportamiento y la efectividad del banco de
RUIO propuesto, se simuló el esquema FDD, bosquejado en las Figs. 3.1 y 3.2,
aplicado al sistema de dos tanques sin interacción, de la Ec. (C.2). Es importante
notar, que para construir una simulación realista, se ha adicionado una señal de
ruido blanco de medición en ambas salidas (µ = 0, σ = 0,01 mm).

Las Figs. 3.3 y 3.4 exhiben los resultados de la simulación en presencia de
fallas sobre los actuadores. Tal como se observa, primero se aplicaron dos cambios
de consigna, desde la condición inicial h0

2 = 0,25 m, siendo estos h2 = 0,27 m a los
t = 50 s y h2 = 0,29 m a los t = 100 s, para apreciar la convergencia y las capacidades
de seguimiento del observador. Seguidamente, se procedió a simular el ingreso de
fallas en los actuadores q1 y q2, para validar el esquema FDD desarrollado. Esto
es, entre los t = 250 s y los t = 500 s se introdujo, en la válvula q1, una incipiente
degradación en la ganancia de hasta el 5 % del caudal q1máx

. Por último, una falla
abrupta del 5 % del caudal q2máx

, se generó en la válvula q2 entre los t = 700 s y los
t = 900 s.

Las salidas del observador propuesto, y del sistema de dos tanques sin interac-
ción, de la Ec. (C.1), se bosquejan en la Fig. 3.3. En ella se percibe un adecuado
comportamiento y una correcta capacidad de seguimiento del observador, en ope-
ración libre de fallas. En cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los
actuadores, tanto abruptas como incipientes, la salida del observador se diferencia
de forma significativa a la salida del sistema, permitiendo una rápida detección,
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Figura 3.3: Estados del sistema hidráulico.

aislación y estimación de las fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.

Por otro lado, la Fig. 3.4a exhibe los residuos de estimación resultantes, que
al compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (3.17),
permiten la detección y el aislamiento de las fallas ocurridas en el sistema. Por
último, en la Fig. 3.4b, se muestra la estimación de las fallas ocurridas, de acuerdo
a la Ec. (3.16).
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Figura 3.4: Detección y diagnóstico de fallas en el sistema hidráulico.

3.3.2. Intercambiador de calor (HE)

En base al proceso HE presentado en el Apéndice C.2. Más precisamente,
siendo la Ec. (C.4) el modelo LTI del sistema linealizado en torno al punto de
operación x = {500 K, 724,38 K, 570,12 K}, se ha desarrollado un banco de dos
RUIO dedicados (uno por cada actuador), cuyo esquema es similar al propuesto
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en las Figs. 3.1 y 3.2, con el propósito de detectar, aislar y estimar el ingreso de
fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

Se inicia el diseño del primer observador definiendo la matriz de entrada des-

conocida F = [ θ1e−θ1s
V1

0 0]
T

(primer columna de B) y diseñando, mediante asig-
nación de polos, la matriz de ganancias L. De esta forma se obtienen las matrices
del RUIO, de la Ec. (3.14), capaz de detectar y aislar las fallas en el actuador q2,
y estimar las fallas del actuador q1 (la disposición de los actuadores a diagnosticar
se bosqueja en la Fig. C.2).

Por otro lado, para el diseño del segundo observador, se define la matriz F =
[0 θ2e−θ2s

V2
0]
T

(segunda columna de B), y se repite el procedimiento previo. Aśı,
se construye el RUIO, de la Ec. (3.14), para la detección y aislación de fallas en
el actuador q1, que además estima las fallas experimentadas por el actuador q2.

Simulación numérica

Con el propósito de evaluar el comportamiento y la efectividad del banco de
RUIO propuesto, se simuló el esquema FDD, bosquejado en las Figs. 3.1 y 3.2,
aplicado al sistema intercambiador de calor (C.4). Es importante notar, que para
construir una simulación realista, se ha adicionado una señal de ruido blanco de
medición en ambas salidas (µ = 0, σ = 0,01 K).

Las Figs. 3.5 y 3.6 exhiben los resultados de la simulación en presencia de fallas
sobre los actuadores. Tal como se observa, primero se aplicó un cambio de consigna,
desde la condición inicial θ0

1s = 500 K, siendo este θ1s = 510 K a los t = 50 min,
para apreciar la convergencia y las capacidades de seguimiento del observador.
Seguidamente, se procedió a simular el ingreso de fallas en los actuadores q1 y q2,
para validar el esquema FDD desarrollado. Esto es, entre los t = 150 min y los
t = 250 min se introdujo una abrupta degradación en la ganancia de hasta el 10 %
del caudal q1máx

. Por último, una falla abrupta del 10 % del caudal q2máx
, ocurrió

en la válvula q2 entre los t = 300 min y los t = 400 min.

Las salidas del observador propuesto y del sistema intercambiador de calor, de
la Ec. (C.3), se bosquejan en la Fig. 3.5. En ella se percibe un adecuado comporta-
miento y una correcta capacidad de seguimiento del observador, en operación libre
de fallas. En cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los actuadores,
tanto abruptas como incipientes, la salida del observador se diferencia de forma
significativa a la salida del sistema, permitiendo una rápida detección, aislación y
estimación de las fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.

Por otro lado, la Fig. 3.6a exhibe los residuos de estimación resultantes, que
al compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (3.17),
permiten la detección y el aislamiento de las fallas ocurridas en el sistema. Por
último, en la Fig. 3.6b, se muestra la estimación de las fallas ocurridas, de acuerdo
a la Ec. (3.16).
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Figura 3.5: Estados del HE.
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Figura 3.6: Detección y diagnóstico de fallas en el HE.

3.3.3. Reactor Continuo de Tanque Agitado (CSTR)

En base al proceso CSTR presentado en el Apéndice C.3. Más precisamente,
siendo la Ec. (C.7) el modelo LTI del sistema linealizado en torno al punto de
operación x = {100 l, 0,08 mol l−1, 443,31 K}, se ha desarrollado un banco de dos
RUIO dedicados (uno por cada actuador), cuyo esquema es similar al propuesto
en las Figs. 3.1 y 3.2, con el propósito de detectar, aislar y estimar el ingreso de
fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

Se inicia el diseño del primer observador definiendo la matriz de entrada desco-

nocida F = [−1 0 0]T (primer columna de B) y diseñando, mediante asignación
de polos, la matriz de ganancias L. De esta forma se obtienen las matrices del
RUIO de la Ec. (3.14), capaz de detectar y aislar fallas del actuador qs, y estimar
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las fallas sobre el actuador qc (la disposición de los actuadores a diagnosticar se
bosqueja en la Fig. C.3).

Por otro lado, para el diseño del segundo observador, se define la matriz F =
[0 0 B32]

T
(segunda columna de B), y se repite el procedimiento desarrollado

previamente. Como consecuencia, se construye el RUIO de la Ec. (3.14) para la
detección y aislación de fallas sobre el actuador qc, que además permite estimar
las fallas sobre el actuador qs.

Simulación numérica

Para evaluar el comportamiento y la efectividad del RUIO propuesto, el es-
quema FDD, bosquejado en las Figs. 3.1 y 3.2, fue simulado en el sistema CSTR
(C.7). Al igual que en las simulaciones previas, se ha adicionado una señal de ruido
blanco de medición (µ = 0, σ = [1 × 10−3 l, 1 × 10−6 mol l−1, 0,01 K]).

Las Figs. 3.7 y 3.8 exhiben los resultados de la simulación en presencia de fallas
sobre los actuadores. Tal como se observa, primero se aplicó un cambio de consigna,
desde la condición inicial T 0 = 443,31 K, siendo este T = 440 K a los t = 50 min,
para apreciar la convergencia y las capacidades de seguimiento del observador.
Seguidamente, se procedió a simular el ingreso de fallas en los actuadores qc y qs,
para validar el esquema FDD desarrollado. Esto es, entre los t = 100 min y los
t = 150 min se introdujo una abrupta degradación en la ganancia de hasta el 7 %
del caudal qcmáx

. Por último, una falla abrupta del 7 % del caudal qsmáx
, ocurre en

la válvula qs entre los t = 200 min y los t = 250 min.
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Figura 3.7: Estados del CSTR.

Las salidas del observador propuesto, y del sistema CSTR, de la Ec. (C.1), se
bosquejan en la Fig. 3.3. En ella se percibe un adecuado comportamiento y una
correcta capacidad de seguimiento del observador, en operación libre de fallas. En
cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los actuadores, tanto abruptas
como incipientes, la salida del observador se diferencia de forma significativa a la
salida del sistema, permitiendo una rápida detección, aislación y estimación de las
fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.
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Por otro lado, la Fig. 3.8a exhibe los residuos de estimación resultantes, que
al compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (3.17),
permiten la detección y el aislamiento de las fallas ocurridas en el sistema. Por
último, en la Fig. 3.8b, se muestra la estimación de las fallas ocurridas, de acuerdo
a la Ec. (3.16).
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Figura 3.8: Detección y diagnóstico de fallas en el CSTR.
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Caṕıtulo 4

Detección y diagnóstico de fallas
en sistemas no lineales

A través del presente caṕıtulo se expone el diseño de un conjunto de observa-
dores de orden reducido para el desarrollo de un esquema FDD capaz de detectar,
aislar y diagnosticar el funcionamiento defectuoso de actuadores en sistemas no
lineales, que aceptan representación LPV [64]. Además, se evalúa su comporta-
miento y capacidades de detección sobre procesos unitarios t́ıpicos de la industria
qúımica.

4.1. Sistemas LPV con entrada desconocida

Primeramente se considera la representación de un sistema no lineal a través
de un modelo LPV (Ver Apéndice B) que contempla el ingreso de una entrada
desconocida. Esto es,

ẋ(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Aix(t) +Biu(t) + Fifu(t) +∆xi}

y(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Cix(t) +Diu(t) +∆yi}

(4.1)

donde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, fu(t) ∈ Rq e y(t) ∈ Rp son el vector de estados, entradas
conocidas, entradas desconocidas, y salidas, respectivamente. Además, Ai, Bi, Ci
y Di son matrices constantes de dimensiones apropiadas. Por último, las matrices
Fi se componen de una columna espećıfica de Bi, correspondiente al actuador a
diagnosticar.

Suposición 2. En general, para los sistemas f́ısicos, las matrices Di son nulas y
la salida y(t) de la Ec. (4.1) se reduce a una simple combinación ponderada de las
variables de estado.

Suposición 3. Las matrices Ci, para el alcance de este trabajo, están conformadas
por matrices identidades de dimensiones apropiadas Ip×n. Por lo que la ecuación
de salida de la Ec. (4.1) resulta,

y(t) = Cx(t)

31
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A continuación, se presenta el procedimiento de diseño de un Observador de
orden Reducido Libre de Entrada Desconocida para Sistemas Lineales de Paráme-
tros Variables (LPV-RUIO1, por sus siglas en inglés).

4.1.1. Diseño del observador LPV-RUIO

Partiendo del desarrollo de observadores de orden reducido para sistemas linea-
les con entradas desconocidas, introducido en el Caṕıtulo 3, y bajo la suposición
de que el rango de las matrices Fi es q, resulta factible seleccionar un conjunto de
matrices no singulares,

Ti = [Ni Fi] , Ni ∈ Rn×(n−q). (4.2)

Aśı, el sistema (4.1) es equivalente a,

˙̄x(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {Āix̄(t) + B̄iu(t) + F̄ifu(t) + ∆̄xi} (4.3a)

y(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {C̄ix̄(t)} (4.3b)

donde

x(t) = Tix̄(t) = Ti [
x̄1(t)
x̄2(t)

] ; ∆̄xi = T −1
i ∆xi = [∆̄xi1

∆̄xi2
]

Āi = T −1
i ĀiTi = [Āi11 Āi12

Āi21 Āi22

] ; B̄i = T −1
i Bi = [B̄i1

B̄i2

]

C̄i = CTi = [CNi CFi]; F̄i = T −1
i Fi = [ 0

Iq
]

(4.4)

con x̄1(t) ∈ Rn−q, x̄2(t) ∈ Rq.
Entonces, debido a las transformaciones inducidas en (4.4), se observa que el

sistema (4.3a) involucra directamente a la entrada desconocida en el estado x̄2(t).
Por ende, es posible descartar dicho estado y reescribir el sistema (4.3) libre de
entradas desconocidas como,

[In−q 0] ˙̄x(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)){[Āi11 Āi12]x̄(t) + B̄i1u(t) + ∆̄xi1} (4.5a)

y(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {[CNi CFi]x̄(t)} . (4.5b)

Asumiendo que x̄2(t) se obtiene desde y(t) y si la matriz [CFi] es de rango columna
completo, entonces existe una matriz no singular

Ui = [CFi Qi] , Qi ∈ Rn×(n−q) (4.6)

1Linear Parameter Varying Reduced-order Unknown Input Observer
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siendo

U−1
i = [Ui1

Ui2
] , Ui1 ∈ Rq×n, Ui2 ∈ R(n−q)×n (4.7)

multiplicando a ambos lados de (4.5b) por U−1
i y despejando,

x̄2(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {Ui1y(t) −Ui1CNix̄1(t)} (4.8a)

y(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {CNix̄1(t)} (4.8b)

seguidamente, substituyendo (4.8a) en (4.5a) y combinándolo con (4.8b) se deriva
en (4.8) transformado hacia,

˙̄x1(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)){Ãi1x̄1(t) +Ei1y(t) + B̄i1u(t) + ∆̄xi1} (4.9a)

y(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {C̃i1x̄1(t)} (4.9b)

donde C̃i1 = CNi, Ãi1 = Āi11 − Āi12Ui1CNi y Ei1 = Āi12Ui1 .
En este punto, si el par (Ãi1 , C̃i1) es observable, siguiendo con el procedimiento

de diseño de un observador de Luenberger convencional [65], es posible diseñar un
observador de orden reducido para el sistema libre de entrada desconocidas (4.9)
como,

Φ̇(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {KiΦ(t) + B̄i1u(t) + ∆̄xi1 +L∗i y(t)} (4.10)

con Φ(t) ∈ R(n−q), L∗i = Li + Ei1 y Ki = Ãi1 − LiC̃i1 . Donde Li ∈ R(n−q)×(p−q) es la
ganancia del observador a diseñar.

Para ello, el error de estimación de estados se define como,

e(t) = x̄1(t) −Φ(t) (4.11)

por lo tanto, la dinámica del error de estimación es,

ė(t) = ˙̄x1(t) − Φ̇(t)

=
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {Ãi1x̄1(t) −KiΦ(t) −Liy(t)}

=
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {Ki(x̄1(t) −Φ(t))}

(4.12)

resultando,

ė(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t))Kie(t) (4.13)

de esta forma, si las matrices Ki son Hurwitz, entonces e(t) → 0 asintóticamente.
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Teorema 4.1. Si existe una matriz simétrica X ≻ 0 y Wi, tal que las siguientes
condiciones se cumplan ∀i ∈ {1,2,3, . . . ,M}:

(XÃi1 −WiC̃i1)T + (XÃi1 −WiC̃i1) + 2αX ≺ 0 (4.14)

entonces el observador de la Ec. (4.10) es un LPV-RUIO. Esto es, e(t) tiende a
cero asintóticamente para cualquier estado inicial e(0).

Demostración. Partiendo desde (4.11), y seleccionando una función de Lyapunov
con una matriz simétrica X ≻ 0.

V (t) = e(t)TXe(t) (4.15)

como consecuencia, la convergencia exponencial del error de estimación se garan-
tiza si,

V̇ (t) + 2αV (t) < 0 (4.16)

donde α es una constante que representa la tasa de decaimiento [49]. Luego, uti-
lizando (4.13) y (4.15) se obtiene,

V̇ (t) =ėT (t)Xe(t) + e(t)XėT (t)

=
M

∑
i=1
µi(ζ(t))eT (t)KT

i Xe(t) +
M

∑
i=1
µi(ζ(t))eT (t)XKie(t)

=
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {eT (t) (KT

i X +XKi) e(t)}

(4.17)

aśı, reemplazando (4.15) y (4.17) en (4.16) resulta,

M

∑
i=1
µi(ζ(t)) {eT (t) (KT

i X +XKi + 2αX) e(t)} < 0 (4.18)

notar que (KT
i X +XKi + 2αX) ≺ 0, ∀i ∈ {1,2,3, . . . ,M}, implica que e(t) tiende

a cero asintóticamente para cualquier estado inicial e(0).
Recordando que se ha definido a Ki = Ãi1 −LiC̃i1 y sustituyendo en la desigual-

dad previa,

(Ãi1 −LiC̃i1)TX +X(Ãi1 −LiC̃i1) + 2αX ≺ 0

ÃTi1X − C̃T
i1L

T
i X +XÃi1 −XLiC̃i1 + 2αX ≺ 0.

(4.19)

Además, para eliminar las no linealidades existentes, se define Wi = XLi. Resul-
tando,

(XÃi1 −WiC̃i1)T + (XÃi1 −WiC̃i1) + 2αX ≺ 0 (4.20)

Remarca 4.1. El Teorema 4.1 muestra que el problema de diseño del LPV-RUIO,
de la Ec. (4.10), se resuelve a través de la LMI de la Ec. (4.14).
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De esta forma, a partir de (4.10) se tiene que Φ(t) → ˆ̄x1(t) a medida que t→∞.
Por lo tanto,

x̂(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t))Ti ˆ̄x

=
M

∑
i=1
µi(ζ(t))Ti [

Φ(t)
Ui1y(t) −Ui1CNiΦ(t)]

(4.21)

con x̂(t) → x(t), conforme t→∞.

4.1.2. Estimación de la entrada desconocida

En base a la Ec. (4.3a), y dado que ˆ̄x(t) → x̄(t) cuando t → ∞, es posible
estimar la entrada desconocida fu(t), como

f̂u(t) =
M

∑
i=1
µi(ζ(t)){Ui1 ẏ(t) −G1y(t) −G2Φ̇(t) −G3Φ(t) − B̄i2u(t) + ∆̄xi2} (4.22)

donde G1 = Āi22Ui1 , G2 = Ui1C̃i1 y G3 = Āi21 − Āi22Ui1C̃i1 .

4.2. Módulo de detección y diagnóstico de fallas

En esta sección se introduce la constitución de un módulo FDD a partir de
la utilización un banco de LPV-RUIO. Para ello, si el LPV-RUIO presentado
en la Ec. (4.10) es factible de ser diseñado tal que e(t) → 0 cuando el sistema
se encuentre libre de fallas, y definiendo r(t) = ∣ŷ(t) − y(t)∣ = ∣Ce(t)∣. Entonces,
de igual forma, r(t) → 0 cuando el sistema no presenta fallas. En base a esta
observación, y siguiendo los esquemas clásicos de FDI basados en residuos, la
detección y aislación de fallas se alcanza cuando:

Falla =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Falso, r(t) ≤ rth(t)
Verdadero, r(t) > rth(t)

(4.23)

En particular, con el objetivo de reducir la detección de falsos positivos du-
rante la convergencia inicial del observador, se introduce un umbral de detección
exponencial [42]. Representado por:

rth(t) = rthie
t
τ + rth; (4.24)

donde rthi es el valor inicial, τ el periodo de convergencia y rth el umbral nominal
(coincidente con el mayor error de representación del modelo LPV). En consecuen-
cia, tal como se observa en la Fig. 4.1, es posible construir un banco de LPV-RUIO
de tal forma que en base al análisis de sus residuos sea posible detectar y aislar la
presencia de fallas en los actuadores.

Incluso, con el objetivo de reducir los errores de estimación, es posible combinar
las estimaciones de la Ec. (4.22) con la detección y aislación de fallas. Constitu-
yendo, de este modo, un módulo FDD que provee la información completa de
ocurrencia, localización y magnitud de las fallas.
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Figura 4.1: Banco de LPV-RUIO para la detección de fallas.

4.3. Simulaciones y resultados

En esta sección se evalúa el comportamiento y la efectividad del esquema FDD
propuesto en las Secciones 4.1 y 4.2, sobre operaciones unitarias t́ıpicas de la
industria de procesos qúımicos (ver Apéndice C). Para ello, al igual que en el
Caṕıtulo 3, se han realizado simulaciones numéricas utilizando las herramientas
de software MATLAB©, Simulink© y el paquete LMI Lab [56].

4.3.1. Dos tanques sin interacción

En base al sistema de dos tanques sin interacción presentado en el Apéndi-
ce C.1. Más precisamente, siendo la Ec. (C.1) el modelo no lineal del sistema bajo
estudio, se ha desarrollado un banco de dos LPV-RUIO dedicados (uno por cada
actuador), cuyo esquema es similar al propuesto en la Fig. 4.1, con el objetivo de
detectar, aislar y estimar el ingreso de fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

A diferencia del Caṕıtulo 3, se inicia el diseño de cada LPV-RUIO seleccionan-
do las N = 2 y L = 3 dimensiones que generan los M = LN = 9 modelos LTI que
representan al sistema no lineal a través de un modelo LPV apropiado. Seguida-
mente, tal como se ha presentado en el Apéndice B.3, se procede a la construcción
de las M funciones de pertenencia correspondientes.

Luego, se continúa el diseño definiendo la matriz de entrada desconocida Fi =
[ 1
A1

0]T (primer columna de Bi) y resolviendo la LMI de la Ec. (4.14) para obtener
las matrices que permiten construir el primer LPV-RUIO, de la Ec. (4.10), capaz
de detectar y aislar fallas sobre el actuador q2, y estimar el comportamiento de



4.3. SIMULACIONES Y RESULTADOS 37

las fallas sobre el actuador q1. (la disposición de los actuadores a diagnosticar se
bosqueja en la Fig. C.1).

De igual modo, definiendo Fi = [0 1
A2

]T (segunda columna de Bi), y repitiendo
el procedimiento previo, se construye el segundo LPV-RUIO, de la Ec. (4.10), para
la detección y aislación de fallas sobre el actuador q1, que estima las fallas sobre
el actuador q2.

Simulación numérica

Con el propósito de evaluar el comportamiento y la efectividad del banco de
LPV-RUIO, se simuló el esquema FDD en el sistema no lineal de dos tanques
sin interacción, de la Ec. (C.1). Es de destacar que para construir una simulación
realista, se adicionó una señal de ruido blanco de medición en ambas salidas (µ = 0,
σ = 0,01 mm).

Las Figs. 4.2 y 4.3 exhiben los resultados de la simulación en presencia de fallas
sobre los actuadores. Tal como se muestra, primero se aplicaron dos cambios de
consigna, desde la condición inicial h0

2 = 0,15 m, siendo estos h2 = 0,3 m a los t = 5 s
y h2 = 0,26 m a los t = 400 s, para apreciar la convergencia y las capacidades de
seguimiento del observador. Luego, para exhibir las bondades del módulo FDD,
se introdujo una serie de fallas en sus actuadores. Estas son, entre los t = 900 s y
los t = 1700 s una incipiente degradación de la ganancia en la válvula q1 de hasta
el 15 % del caudal q1máx

. A continuación, una falla abrupta del 10 % del caudal
q2máx

, ocurre en la válvula q2 entre los t = 2000 s y los t = 2600 s. Por último, con
el objetivo de visualizar el comportamiento del módulo FDD en distintos puntos
de operación, se aplica un cambio de consigna h2 = 0,3 m a los t = 2800 s, seguido
por el ingreso de una falla abrupta en la válvula q1 del 10 % del caudal q1máx

.
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Figura 4.2: Estados del sistema hidráulico.

Las salidas del observador propuesto, y del sistema de dos tanques sin interac-
ción, de la Ec. (C.1), se bosquejan en la Fig. 4.2. En ella se percibe un adecuado
comportamiento y una discreta capacidad de seguimiento del observador, en ope-
ración libre de fallas. En cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los
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actuadores, tanto abruptas como incipientes, la salida del observador se diferencia
de forma significativa a la salida del sistema, permitiendo una rápida detección,
aislación y estimación de las fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.

Por otro lado, la Fig. 4.3a exhibe los residuos de detección resultantes, que al
compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (4.23),
permiten detectar y aislar la ocurrencia de fallas. Además, en la Fig. 4.3b se
muestra la estimación de las fallas ocurridas, generada por los observadores. En la
misma se aprecia una discrepancia entre el valor real de la falla y su estimación,
que pese a parecer significativa representa el peor caso y su magnitud es de solo
el 1,3 % del caudal q1máx

.
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Figura 4.3: Detección y diagnóstico de fallas en el sistema hidráulico.

Por último, en la Fig. 4.4, se observa el comportamiento de las funciones de
pertenencia a través del tiempo de simulación. En esta se aprecia como se alternan
los modelos lineales para representar al sistema no lineal a medida que se producen
cambios de consigna, u ocurren fallas en el sistema.

Figura 4.4: Membreśıa del sistema hidráulico.
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4.3.2. Intercambiador de calor (HE)

Dado el sistema intercambiador de calor, presentado en el Apéndice C.2. Es-
pećıficamente, siendo la Ec. (C.3) el modelo no lineal del proceso, se ha desarro-
llado un banco de dos LPV-RUIO dedicados (uno por cada actuador), como el
propuesto en la Fig. 4.1, con el objetivo de detectar, aislar y estimar el ingreso de
fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

Se inicia el diseño de cada LPV-RUIO seleccionando las N = 2 y L = 3 di-
mensiones que generan los M = LN = 9 modelos LTI que representan al sistema
no lineal a través de un modelo LPV apropiado. Seguidamente, tal como se ha
presentado en el Apéndice B.3, se procede a la construcción de las M funciones
de pertenencia correspondientes.

Inmediatamente, se continúa el diseño definiendo la matriz de entrada des-

conocida Fi = [ θ1e−θ1s
V1

0 0]
T

(primer columna de Bi) y resolviendo la LMI de
la Ec. (4.14) se obtienen las matrices para construir el primer LPV-RUIO, de la
Ec. (4.10), capaz de detectar y aislar fallas que inciden sobre el actuador q2, y
estimar el comportamiento de las fallas sobre el actuador q1 (la disposición de los
actuadores a diagnosticar se bosqueja en la Fig. C.2).

Finalmente, definiendo Fi = [0 θ2e−θ2s
V2

0]
T

(segunda columna de Bi), y repi-
tiendo el procedimiento previo, se construye el segundo LPV-RUIO, de la Ec. (4.10),
para la detección y aislación de fallas sobre el actuador q1, que además estima las
fallas del actuador q2.

Simulación numérica

Con el propósito de evaluar el comportamiento y la efectividad del banco de
LPV-RUIO, se simuló el esquema FDD en el sistema no lineal del intercambiador
de calor, modelado por la Ec. (C.3). Es de notar que, para construir una simu-
lación más realista, se adicionó una señal de ruido blanco de medición en ambas
salidas(µ = 0, σ = 0,01 K).

Las Figs. 4.5 y 4.6 exhiben los resultados de la simulación en presencia de
fallas sobre los actuadores. En ellas se observa que primero se aplicó un cambio
de consigna, desde la condición inicial θ0

1s = 494 K, siendo este θ1s = 495 K a los
t = 5 mı́n y posteriormente un desplazamiento lineal de consigna hasta alcanzar
θ1s = 497,32 K a los t = 60 min, dichas acciones permiten apreciar la convergencia
y las capacidades de seguimiento del observador. Seguidamente, para exhibir las
bondades del módulo FDD, se introdujo una serie de fallas en sus actuadores.
Estas son, entre los t = 70 min y los t = 120 min se introduce en la válvula q1 una
falla abrupta del 3 % del caudal q1máx

. A continuación, con el objetivo de visualizar
el comportamiento del módulo FDD en distintos puntos de operación, se aplicó un
cambio lineal de consigna hasta θ1s = 450 K a los t = 160 min. Después, una falla
abrupta del 5 % del caudal q2máx

, ocurre en la válvula q2 entre los t = 170 min y los
t = 200 min. Por último, se aplica un nuevo cambio de consigna lineal hasta θ1s =
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497,32 K a los t = 250 min, seguido por el ingreso de una incipiente degradación en
la válvula q2 con ganancia de hasta el 5 % del caudal q2máx

.

Figura 4.5: Estados del HE.

Las salidas del observador propuesto, y del sistema de dos tanques sin interac-
ción, de la Ec. (C.3), se bosquejan en la Fig. 4.5. En ella se percibe un adecuado
comportamiento y una discreta capacidad de seguimiento del observador, en ope-
ración libre de fallas. En cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los
actuadores, tanto abruptas como incipientes, la salida del observador se diferencia
de forma significativa a la salida del sistema, permitiendo una rápida detección,
aislación y estimación de las fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.
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Figura 4.6: Detección y diagnóstico de fallas en el HE.

Por otro lado, la Fig. 4.6a exhibe los residuos de detección resultantes, que al
compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (4.23),
permiten detectar y aislar la ocurrencia de fallas. Además, en la Fig. 4.6b se
presenta la estimación de las fallas ocurridas, generada por los observadores. En
ella, se aprecian discrepancias poco significativas.
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Por último, la Fig. 4.7 muestra el comportamiento de las funciones de perte-
nencia a través del tiempo de simulación. En esta se aprecia como se alternan los
modelos lineales para representar al sistema no lineal a medida que se producen
cambios de consigna, o se introducen fallas en el sistema.

Figura 4.7: Membreśıa del HE.

4.3.3. Reactor continuo de tanque agitado (CSTR)

En base al reactor continuo de tanque agitado presentado en el Apéndice C.3.
Más precisamente, siendo la Ec. (C.5) el modelo no lineal del proceso, se ha desa-
rrollado un banco de dos LPV-RUIO dedicados (uno por cada actuador), como el
propuesto en la Fig. 4.1, con el objetivo de detectar, aislar y estimar el ingreso de
fallas en los caudales manipulados.

Diseño de los observadores

Al igual que en los ejemplos previos, se inicia el diseño del banco de LPV-RUIO
seleccionando las N = 2 y L = 3 dimensiones que generan los M = LN = 9 modelos
LTI que representan al sistema no lineal a través de un modelo LPV apropiado.
Seguidamente, tal como se ha presentado en el Apéndice B.3, se procede a la
construcción de las M funciones de pertenencia correspondientes.

Luego, se continúa el diseño definiendo la matriz de entrada desconocida Fi =
[−1 0 0]T (primer columna de Bi) y resolviendo la LMI de la Ec. (4.14) se ob-
tienen las matrices para construir el primer LPV-RUIO, de la Ec. (4.10), capaz
de detectar y aislar las fallas que inciden sobre el actuador qs, y estimar el com-
portamiento de las fallas sobre el actuador qc (la disposición de los actuadores a
diagnosticar se bosqueja en la Fig. C.3).

Por último, definiendo Fi = [0 0 B32]
T

(segunda columna de Bi), y repitiendo
el procedimiento previo, se construye el segundo LPV-RUIO, de la Ec. (4.10), para
la detección y aislación de fallas sobre el actuador qc, que además estima las fallas
del actuador qs.
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Simulación numérica

Con el propósito de evaluar el comportamiento y la efectividad del banco de
LPV-RUIO propuesto, se simuló el esquema FDD en el CSTR cuyo modelo no
lineal está dado por la Ec. (C.5). Cómo en los ejemplos previos, para construir una
simulación más realista, se ha adicionado una señal de ruido blanco de medición
(µ = 0, σ = [1 × 10−3 l, 1 × 10−6 mol l−1, 0,01 K]).

Las Figs. 4.8 y 4.9 exhiben los resultados de la simulación en presencia de
fallas sobre los actuadores. Primeramente, se aplicó un cambio de consigna, desde
la condición inicial T 0 = 436 K, V 0 = 98,8 l siendo este T = 434 K, V = 98 l a los
t = 5 mı́n y un desplazamiento lineal de consigna hasta alcanzar T = 441,5 K a
los t = 25 min, para apreciar la convergencia y las capacidades de seguimiento
del observador. Seguidamente, para exhibir las bondades del módulo FDD, se
introdujo una serie de fallas en sus actuadores. Estas son, entre los t = 30 min
y los t = 60 min se introduce, en la válvula qc, una falla abrupta del 4,4 % del
caudal qcmáx

. A continuación, se aplican dos cambios lineales de consigna llegando
a T = 450 K a los t = 80 min, y a V = 100 l a los t = 95 min. Luego, una falla
abrupta del 4,2 % del caudal qsmáx

, ocurre en la válvula qs entre los t = 100 min
y los t = 130 min. Por último, se aplicó un nuevo cambio lineal de consigna hasta
V = 102 l a los t = 150 min, seguido por el ingreso de una incipiente degradación
en la válvula qc de hasta el 4,4 % del caudal qcmáx

.
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Figura 4.8: Estados del CSTR.

Las salidas del observador propuesto y del sistema CSTR, de la Ec. (C.5), se
bosquejan en la Fig. 4.8. En ella se observa un adecuado comportamiento y una
correcta capacidad de seguimiento del observador en operación libre de fallas. En
cambio, se aprecia que luego del ingreso de fallas en los actuadores, tanto abruptas
como incipientes, la salida del observador se diferencia de forma significativa a la
salida del sistema, permitiendo una rápida detección, aislación y estimación de las
fallas acontecidas sobre los actuadores del sistema.

Por otro lado, la Fig. 4.9a exhibe los residuos de detección obtenidos, que al
compararlos con el umbral de detección, establecido de acuerdo a la Ec. (4.23),
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Figura 4.9: Detección y diagnóstico de fallas en el CSTR.

permiten detectar y aislar la ocurrencia de fallas. Además, en la Fig. 4.6b se
presenta la estimación de las fallas ocurridas, generada por los observadores. En
ella, se aprecian discrepancias poco significativas.

Por último, la Fig. 4.10 exhibe el comportamiento de las funciones de perte-
nencia a través del tiempo de simulación. En esta, se aprecia como se alternan los
modelos lineales para representar al sistema no lineal a medida que se producen
cambios de consigna, u ocurren fallas en el sistema.

Figura 4.10: Membreśıa del CSTR.



44 CAPÍTULO 4. FDD EN SISTEMAS NO LINEALES



Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1. Resumen y contribuciones de la tesis

El presente trabajo de tesis aborda el problema de diseño de herramientas FDD
capaces de inferir y caracterizar fallas sobre elementos de control final en sistemas
t́ıpicos de la industria de procesos qúımicos. Como se ha introducido previamente,
estos sistemas son, en general, no lineales y variantes en el tiempo, por lo que, uno
de los principales desaf́ıos planteados fue el diseño de módulos FDD aplicados a
sistemas no lineales que admiten representación LPV.

En consecuencia, los temas tratados en los diferentes caṕıtulos son: en el
Caṕıtulo 1 se introdujo la temática abordada, se analizó la literatura existen-
te, y se propusieron objetivos puntuales para el trabajo de tesis. En el Caṕıtulo 2
se presentaron las definiciones propias del área, se clasificaron los distintos tipos
de fallas, además, se pusieron en contexto las herramientas FDD utilizadas y se
describió brevemente la representación de los sistemas LPV. A continuación, en el
Caṕıtulo 3, se abordó el diseño del esquema FDD sobre sistemas lineales, donde,
mediante simulaciones numéricas se exhibió el comportamiento y efectividad que
su aplicación induce. Por último, en el Caṕıtulo 4 se presentó el principal aporte
de esta tesis, el cual corresponde al diseño de un esquema FDD aplicado a sis-
temas no lineales que aceptan representación a través de modelos LPV. En este,
para evaluar su comportamiento y resaltar las bondades del esquema propuesto,
se realizaron simulaciones numéricas sobre modelos no lineales de sistemas t́ıpicos
de la industria de procesos qúımicos.

En resumen, se presentó una herramienta basada en observadores de estados
que permite generar residuos, por medio de redundancia anaĺıtica, y aśı, obtener un
módulo para la detección y diagnóstico de fallas no solo sobre sistemas lineales,
sino también para sistemas no lineales que admiten representación a través de
modelos LPV. Además, la estrategia de detección, aislación y estimación propuesta
se ejemplificó en sistemas t́ıpicos de la industria de procesos, siendo estos: un
sistema hidráulico de dos tanques sin interacción, un intercambiador de calor y un
reactor continuo de tanque agitado.

45
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5.2. Trabajos futuros

En base a esta ĺınea de investigación, el desarrollo y la aplicación de los esque-
mas FDD propuestos tiene continuidad a través de las siguientes áreas de trabajo:

desarrollo de esquemas FDD, basados en observadores, para la detección y
diagnóstico de fallas en elementos sensores.

rediseño y aplicación de los esquemas FDD sobre sistemas discretos, mejo-
rando su implementación en las herramientas de cómputo actuales [66].

integración de los conceptos FDD en sistemas de control tolerante a fallas.
Espećıficamente, su aplicación en conjunto con herramientas de Control Pre-
dictivo basado en Modelos (MPC1, por sus siglas en inglés) [67, 68], para
compensar los errores de operación y la degradación de rendimiento, indu-
cida por el ingreso de fallas en el sistema [69].

1Model Predictive Control



Apéndice A

Observadores de estado

A.1. Observabilidad

El concepto de observabilidad, introducido por Kalman [70], se relaciona con
la condición de observar, o estimar, las variables de estado de un sistema a par-
tir de sus variables de salida, generalmente medibles. En esencia, un sistema es
completamente observable si cada variable de estado afecta alguna de sus salidas.

En la práctica, uno de los principales impedimentos en la implementación de
controladores por realimentación de estado radica en que las variables de estado
no son completamente accesibles mediante una medición directa, por lo que, para
construir las señales de control acordes, resulta estrictamente necesario estimar
las variables de estado no medibles. Tales estimaciones son posibles si, y sólo si,
el sistema es completamente observable [26, 29].

Un observador de estado estima las variables de estado basándose en las medi-
ciones de las variables de salida y(t), y en el conociendo las variables manipuladas
u(t). Si el observador de estado capta todas las variables de estado del sistema, sin
importar si algunas están disponibles para una medición directa, se lo denomina
observador de estado de orden completo. Por otro lado, si este no estima la tota-
lidad de las variables de estado del sistema, se lo denomina observador de estado
de orden reducido.

Definición A.1 (Observabilidad). Dado un sistema LTI descripto por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(A.1)

donde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm e y(t) ∈ Rp son el vector de estados, entradas y salidas,
respectivamente. Además, A, B, C y D son matrices constantes de dimensiones
apropiadas. Se dice que el estado x(t0) es observable si dada cualquier entrada u(t),
existe un tiempo finito tf ≥ t0, tal que el conocimiento de u(t) para t0 ≤ t ≤ tf ,
las matrices A, B, C y D; y la salida y(t) para t0 ≤ t ≤ tf , son suficientes para
determinar x(t0). Si cada estado del sistema es observable para un tf finito, se
dice que el sistema es completamente observable, o simplemente, observable [29].

La definición A.1, es la presentación formal de observabilidad. A continuación
se introduce la condición necesaria y suficiente para que el sistema sea observable.
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De este modo, solo es posible diseñar un observador de estado si el sistema satisface
la condición de observabilidad.

Teorema A.1. Para que el sistema descripto por la Ec. (A.1) sea completamente
observable, es condición necesaria y suficiente que la matriz de observabilidad O ∈
Rnp×n; tenga rango n,

O =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C
CA
⋮

CAn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.2)

La condición también se refiere a que el par (A,C) es observable.

Demostración. Se sabe que la solución de la Ec. (A.1) es

x(t) = eAtx(0) + ∫
t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

y consiguiente, la salida es,

y(t) = CeAtx(0) +C ∫
t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t)

A los efectos de evaluar observabilidad se puede considerar que la entrada u(t)
es nula, y mediante el teorema de Cayley-Hamilton la salida resulta,

y(t) =
n−1

∑
k=0

αk(t)CAkx(0)

o de forma matricial,

y(t) = [α0(t) α1(t) ⋯ αn−1(t)]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

CA0

CA1

⋮
CAn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x(0).

Por lo tanto, para que la información de todos los estados este presente en la
salida y(t), la matriz

O =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C
CA
⋮

CAn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

debe ser de rango n.
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A.2. Observador de estados de orden completo

Dado un sistema LTI descripto por la Ec. (A.1), y asumiendo que el par (A,C)
es observable, es posible construir un observador de estado de orden completo,
propuesto por Luenberger [65], y presentado en la Fig. A.1 como,

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) +L(y(t) −Cx̂(t)) (A.3a)

ŷ(t) = Cx̂(t) (A.3b)

siendo x̂(t) e ŷ(t) los vectores estimados de estados y salidas, respectivamente.
Por otro lado, la matriz L se corresponde con la ganancia de realimentación, a ser
diseñada adecuadamente para alcanzar el comportamiento deseado del observador.
Aśı, en la Ec. (A.3a), el último término representa la corrección inducida por la
diferencia ponderada entre la salida medible y(t) y la estimada ŷ(t).

u(t) B +
+

∫
C y(t)

A

L −
+

B +
+

+

∫

A

C

x̂(t)

e(t)

x̂(t)

x(t)

Observador

Figura A.1: Observador de estado de orden completo.

Como consecuencia, a partir de combinar las Ecs. (A.1) y (A.3), y de definir el
vector de error de estimación de estado e(t) = x(t) − x̂(t), se obtiene la dinámica
del error de estimación,

ė(t) = (A −LC) e(t) (A.4)

Por lo que la matriz (A − LC) determina el comportamiento dinámico del ob-
servador. Consecuentemente, si esta matriz es estable (Hurwitz) el observador es
estable, y el error de estado converge asintóticamente a cero,

ĺım
t→∞

e(t) = 0 (A.5)

para cualquier estado inicial x(0) y x̂(0).
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Apéndice B

Linealización Jacobiana
Parametrizada

El enfoque de Linealización Jacobiana Parametrizada (PJL1, por sus siglas en
inglés) constituye una de las metodoloǵıas más empleadas para la obtención de
modelos LPV [71, 72]. Concretamente, se aplica a una amplia clase de sistemas no
lineales, ya que es válido para cualquier sistema no lineal que pueda ser linealizado
entorno a un punto de operación. Esto es, siendo el modelo de un sistema no lineal,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))

(B.1)

donde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rp son el vector de estados, de entradas y sali-
das, respectivamente. La PJL se emplea para crear un sistema LPV compuesto por
una familia de modelos lineales de la planta. Como consecuencia, el modelo resul-
tante se constituye como una aproximación local de las dinámicas de la planta no
lineal, alrededor de los puntos de operación de interés. El sustento de este método
se encuentra en el desarrollo de la expansión en series de Taylor, de primer orden
de la Ec. (B.1), con respecto a los puntos de trabajo (x̄, ū) (Ver Apéndice B.1).
Para luego, en base a la interpolación de los modelos LTI obtenidos, construir
una representación de la planta no lineal, no solo sobre el conjunto de puntos de
linealización, sino también sobre aquellos no contenidos (Ver Apéndice B.3).

Por lo tanto, a partir de la suposición de que las funciones f(x(t), u(t)) y
g(x(t), u(t)) son continuamente diferenciables, es posible aproximar, e incluso re-
presentar, el comportamiento dinámico del sistema (B.1) en diferentes puntos de
operación, a través de un conjunto convexo de M modelos afines, dependientes de
un parámetro variable ζ(t). En efecto, el modelo LPV correspondiente es

ẋ(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Aix(t) +Biu(t) +∆xi}

y(t) =
M

∑
i=1
µi (ζ(t)) {Cix(t) +Diu(t) +∆yi}

(B.2)

1Parameterized Jacobian linearization
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donde Ai, Bi, Ci, Di, ∆xi y ∆yi son matrices constantes de dimensiones apropia-
das, las funciones de pertenencia µi(⋅) son dependientes del parámetro variable
ζ(t), asumido dependiente de una variable medible (entrada o salida). Además
µi(ζ(t)) satisface,

µi (ζ(t)) ≥ 0;
M

∑
i=1
µi(ζ(t)) = 1

Resultando los puntos de operación, y demás elementos en las matrices del sistema,
dependientes de estados, entradas y parámetros.

B.1. Expansión en serie de Taylor

Definición B.1 (Serie de Taylor). Sea f(x) una función anaĺıtica en un entorno
∣x−x0∣ < R0, centrada en x0 y de radio R0. Entonces, f(x) admite la representación
en serie de potencias

f(x) =
∞
∑
n=0

an(x − x0)n (∣x − x0∣ < R0)

donde

an =
f (n)(x0)

n!
(n = 0, 1, 2, . . .)

Esta representación en serie de potencias se conoce como desarrollo en Serie de
Taylor de orden n, de la función f(x) alrededor de x0 y converge para ∣x−x0∣ < R0.
El caso especial x0 = 0, se conoce como desarrollo en Serie de MacLaurin.

B.2. Aplicación en la teoŕıa de control

En base a la expansión en Series de Taylor de primer orden, y siendo (x̄, ū) el
punto donde se desea linealizar el sistema, presentado en la Ec. (B.1). Entonces,
las matrices A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n y D ∈ Rp×m están dadas por:

A = ∂f(x(t), u(t))
∂x

∣(x̄,ū), B = ∂f(x(t), u(t))
∂u

∣(x̄,ū),

C = ∂g(x(t), u(t))
∂x

∣(x̄,ū), D = ∂g(x(t), u(t))
∂u

∣(x̄,ū).

Resultando en el sistema af́ın:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +∆x

y(t) = Cx(t) +Du(t) +∆y

donde ∆x = f(x̄, ū) − (Ax̄+Bū) y ∆y = g(x̄, ū) − (Cx̄+Dū). Es de destacar que si
el punto de interés (x̄, ū) se corresponde con un equilibrio, el sistema resultante
es lineal. Esto es, ∆x = 0 y ∆y = 0. Por último, notar que la expansión en series
de Taylor transforma términos no lineales, no afines a los vectores de entradas y
estados, en términos afines a cualesquiera de ellos.
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B.3. Funciones de pertenencia

Como se ha presentado, mediante la técnica de PJL, es posible aproximar, o
incluso representar, un modelo no lineal a través de un modelo LPV. Para ello,
se debe definir un parámetro variable ζ(t) ∈ RN , del cual dependan las matrices
del sistema. Seguidamente, se adopta la cantidad de puntos de linealización por
parámetro L. Es importante notar que las dimensiones N y L están ı́ntimamente
relacionadas con la capacidad de representación del modelo no lineal y su comple-
jidad. Esto es, la cantidad de modelos LTI resultantes para representar al sistema
no lineal, a través de un modelo LPV, es M = LN .

A modo de ejemplo, se presenta el desarrollo de las funciones de pertenencia
con las dimensiones N = 2 y L = 3. Entonces, primero se seleccionan los L puntos
de linealización por cada parámetro,

ρj,1 = mı́n{ζj(t)}, ρj,2 = mid{ζj(t)}, ρj,3 = máx{ζj(t)}.

siendo j ∈ [1, . . . ,N], y k ∈ [1, . . . , L]. Continuando, se obtienen las funciones de
pertenencia para cada parámetro

Mj,1(ζj(t)) =
ρj,1 − ζj(t)
ρj,2 − ρj,1

, Mj,2(ζj(t)) =
ρj,2 − ζj(t)
ρj,1 − ρj,3

, Mj,3(ζj(t)) =
ζj(t) − ρj,3
ρj,3 − ρj,2

.

Seguidamente, se definen las M = LN = 9 funciones de pertenencia correspondien-
tes a cada modelo LTI.

µ1(ζ(t)) =M1,1(ζ1(t))M2,1(ζ2(t))
µ2(ζ(t)) =M1,1(ζ1(t))M2,2(ζ2(t))
µ3(ζ(t)) =M1,1(ζ1(t))M2,3(ζ2(t))
µ4(ζ(t)) =M1,2(ζ1(t))M2,1(ζ2(t))
µ5(ζ(t)) =M1,2(ζ1(t))M2,2(ζ2(t))
µ6(ζ(t)) =M1,2(ζ1(t))M2,3(ζ2(t))
µ7(ζ(t)) =M1,3(ζ1(t))M2,1(ζ2(t))
µ8(ζ(t)) =M1,3(ζ1(t))M2,2(ζ2(t))
µ9(ζ(t)) =M1,3(ζ1(t))M2,3(ζ2(t))

Por último, se obtienen los M modelos LTI resultantes de los N parámetros y los
L puntos de linealización por parámetro.

ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) +∆xi

y(t) = Cix(t) +Diu(t) +∆yi

donde ∆xi = f(xi, ui) − (Aixi +Bui) y ∆yi = g(xi, ui) − (Cxi +Dui). Además, las
variables indicadas con el sub́ındice i se corresponden a su valor al i-ésimo punto
de linealización, con i ∈ [1, . . . ,M]. De esta forma, se obtiene el modelo LPV
correspondiente, ya presentado en la Ec. (B.2).



54 APÉNDICE B. LINEALIZACIÓN JACOBIANA PARAMETRIZADA



Apéndice C

Operaciones unitarias

C.1. Ejemplo ilustrativo I

Considere un sistema hidráulico, comúnmente empleado para gestionar el al-
macenamiento de ĺıquidos, dado por el modelo de proceso de dos tanques sin
interacción, presentado en la Fig. C.1.

T1
Desde

Almacenaje

T2

Desde el
proceso

Hacia el
proceso

LTLC

LT

q1

q2

Kv1

Kv2

FDD
ALG

Figura C.1: Diagrama del proceso de dos tanques sin interacción.

En el modelado de su dinámica se han establecido las siguientes hipótesis y
condiciones:

Fluido incompresible (densidad ρ constante) y propiedades f́ısicas constantes.

Todas las corrientes de ĺıquido tiene la misma temperatura, la cual es consi-
derada constante.

El caudal de salida a través de las válvulas en ambos tanques puede ser
modelado adecuadamente como qs =Kv

√
h. En consecuencia las resistencias

hidráulicas de los tanques son funciones de la ráız cuadrada del nivel de
ĺıquido en cada uno de ellos y puede ser considerada constante en un entorno
pequeño del estado de operación del sistema.
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Las secciones transversales de los tanques (A1 y A2) son consideradas cons-
tantes en todo el rango de variabilidad de las alturas.

En base a estas consideraciones, la Tabla C.1 muestra sus parámetros f́ısicos y
operativos.

Tabla C.1: Parámetros del proceso de dos tanques sin interacción.

Parámetro Descripción Valor
h1máx

, h2máx
Altura máxima 0,6 m

d1, d2 Diámetro de los tanques 0,04 m
q1máx

, q2máx
Caudal máximo 6 l min−1

Kv1 Coeficiente de flujo 1 0,9 × 10−4 m3 s−1 bar−1

Kv2 Coeficiente de flujo 2 1 × 10−4 m3 s−1 bar−1

Teniendo todo en cuenta, el modelo no lineal del proceso de dos tanques sin
interacción, presentado por Adam [73, pp. 61-64], se define como:

A1
dh1(t)
dt

= q1(t) −Kv1

√
h1(t)

A2
dh2(t)
dt

= q2(t) +Kv1

√
h1(t) −Kv2

√
h2(t).

(C.1)

Es de destacar que, de acuerdo a la Fig. C.1, se especifica que la variable de estado
h2 es controlada por el caudal de entrada desde el almacenamiento q1, y el caudal
de entrada desde el proceso q2.

Por último, aplicando la técnica de PJL (ver Apéndice B), es posible reescribir
el sistema (C.1) como un modelo LTI en torno al i-ésimo punto de operación
xi = {h1i , h2i}, resultando sus matrices,

Ai =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

− Kv1
2A1
√
h1i

0
Kv1

2A2
√
h1i

− Kv2
2A2
√
h2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

Bi = [
1
A1

0

0 1
A2

] , Ci = [
1 0

0 1
] , Di = [0 0

0 0
] .

(C.2)

C.2. Ejemplo ilustrativo II

Considere el modelo de proceso de un intercambiador de calor, presentado en
la Fig. C.2,

En el modelado de su dinámica se han establecido las siguientes hipótesis y
condiciones:

Se considera un sistema de parámetros concentrados.

De acuerdo al total de tubos existentes se asume que dicha masa puede
acumular calor.
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θ1e

Desde el
proceso

Fluido
calefactor

θ2e

Hacia el
proceso

q1, θ1sTT

q2 , θ2s

TT

TC TC

FDD
ALG

Figura C.2: Diagrama del proceso de un intercambiador de calor.

Las pérdidas de calor al exterior son despreciables.

Las propiedades f́ısicas se consideran constantes y son evaluadas a una tem-
peratura media entre la entrada y la salida de cada corriente.

Fluido incompresible, consecuentemente no hay acumulación de materia en
los tubos y no hay cambio de fase en los fluidos.

Sin perdida de generalidad y con el objeto de establecer una dirección de
flujo calórico se asume que θ2s > θp > θ1s.

El perfil de temperatura en la pared de los tubos es despreciable. Osea, se
asume que la pared de los tubos tiene un coeficiente de transferencia de calor
(λ) muy grande.

Se considera una única área de intercambio calórico promedio (A1 = A2 = A).

No existe reacción qúımica (r = 0).

Los cambio de enerǵıa potencial son despreciables.

En base a estas consideraciones, la Tabla C.2 muestra sus parámetros f́ısicos y
operativos.

Teniendo todo en cuenta, el modelo no lineal del proceso de un intercambiador
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Tabla C.2: Parámetros del proceso de un intercambiador de calor.

Parámetro Descripción Valor
ρ1 Densidad del fluido 1 1 kg l−1

ρ2 Densidad del fluido 2 1 kg l−1

ρp Densidad de la pared 7,874 kg l−1

Cp1 Calor espećıfico 1 1000 cal kg−1 K
Cp2 Calor espećıfico 2 1000 cal kg−1 K
Cpp Calor espećıfico pared 1075,53 cal kg−1 K

A Área de intercambio 0,881 m2

h1 Transferencia de calor 1 32 374 cal min−1 K−1 m−2

h2 Transferencia de calor 2 14 716,6667 cal min−1 K−1 m−2

V1 Volumen de tubos 16 l
V2 Volumen de carcasa 2,11 l
Vp Volumen de pared 1,19 l
θ1e Temperatura entrada 1 450 K
θ2e Temperatura entrada 2 900 K

de calor, presentado por Adam [73, pp. 67-72], se define como:

dθ1s(t)
dt

=
q1ρ1Cp1(θ1e − θ1s(t)) −Ah1(θ1s(t) − θp(t))

ρ1Cp1V1

dθ2s(t)
dt

=
q2ρ2Cp2(θ2e − θ2s(t)) +Ah2(θp(t) − θ2s(t))

ρ2Cp2V2

dθp(t)
dt

=
Ah1(θ1s(t) − θp(t)) −Ah2(θp(t) − θ2s(t))

ρpCppVp

(C.3)

Es de notar que, de acuerdo a la Fig. C.2, la variable de estado θ1s depende del
caudal de proceso q1 y, además, es controlada por el caudal de entrada de fluido
calefactor q2.

Finalmente, aplicando la técnica de PJL (ver Apéndice B), es posible reescribir
el sistema (C.3) como un modelo LTI en torno al i-ésimo punto de operación
xi = {θ1si , θ2si , θpi},

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Ah1+q1ρ1Cp1
V1ρ1Cp1

0 Ah1

V1ρ1Cp1

0 −Ah2+q2ρ2Cp2
V2ρ2Cp2

Ah2

V2ρ2Cp2
Ah1

VpρpCpp

Ah2

VpρpCpp
−Ah1+Ah2

VpρpCpp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Bi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ1e−θ1s
V1

0

0 θ2e−θ2s
V2

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Ci =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Di =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
0 0
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(C.4)

C.3. Ejemplo ilustrativo III

Considere el modelo de proceso de un Reactor Continuo de Tanque Agitado
CSTR, representado en la Fig. C.3. Este modelo es una versión modificada del
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ejemplo de CSTR presentado por Morningred et al. [74] y luego modificado por
Adam [73, pp. 85-89]. En el modelo original, el sistema opera a volumen constante
y con retardo de tiempo.

qs , θs ,  CAs

qe , θe , CAe

qc , θcs

qc , θce

Desde el
proceso

Hacia el
proceso

LT LC

TC TT

FDD
ALG

Figura C.3: Diagrama del proceso de un reactor continuo de tanque agitado.

Para el modelado de su dinámica se han establecido las siguientes hipótesis y
condiciones:

Las propiedades f́ısicas son constantes e independientes de la temperatura y
concentración de reactivos y productos.

No se modelan retardos de tiempo.

Reactivos y productos se encuentran en fase ĺıquida.

La reacción qúımica no es isotérmica.

Se puede asumir mezcla perfecta en el reactor.

La transferencia de calor del tanque de reacción a la chaqueta es ideal, lo
que indica que los efectos energéticos que ocurren entre la pared del tanque
y la chaqueta se suponen despreciables.

La resistencia al ĺıquido a la salida del tanque no es despreciable por tanto, el
volumen del ĺıquido en el reactor no puede ser considerado constante frente
a cambios en el caudal de entrada (qe).

La sección transversal (A) del tanque de reacción es constante y por tanto
se puede asumir que V = Ah.

En base a estas consideraciones, la Tabla C.3 muestra sus parámetros f́ısicos y
operativos.
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Tabla C.3: Parámetros del proceso de un reactor continuo de tanque agitado.

Parámetro Descripción Valor
qe Caudal de entrada 100 l min−1

Te Temperatura de entrada 350 K
CAe Concentración de entrada 1 mol l−1

Tce Temp. del refrigerante 350 K
E/R Enerǵıa de activación 1 × 104 K
∆H Calor de reacción −2 × 105 cal mol−1

Cp, Cpc Calores espećıficos 1 cal g−1 K
ρ, ρc Densidad de los ĺıquidos 1 × 103 g l−1

hA Transferencia de calor 7 × 105 cal min−1 K
k0 Constante de reacción 7,2 × 1010 l min−1

qsmáx
Máximo caudal de salida 110 l min−1

qcmáx
Máximo caudal refrigerante 110 l min−1

De este modo, el proceso CSTR consiste de una reacción exotérmica e irrever-
sible, A → B, en un reactor de volumen variable, refrigerado por un único flujo
refrigerante. Aśı, el proceso CSTR es modelado por las siguientes ecuaciones:

dV (t)
dt

= qe − qs(t)

dCA(t)
dt

= qe
V (t)

(CAe −CA(t)) − k0e
−E

RT (t)CA(t)

dT (t)
dt

= qe
V (t)

(Te − T (t)) − k1e
−E

RT (t)CA(t) +
qc(t)
V (t)

k2(1 − e
−k3
qc(t) )(Tce − T (t))

(C.5)

donde

k1 =
∆Hk0

ρCp
, k2 =

ρCpc
ρcCp

, k3 =
hA
ρcCpc

. (C.6)

Por último, de acuerdo a la Fig. C.3, las variables de estado V y CA son controladas
por el caudal de proceso qs y el caudal refrigerante qc, respectivamente. Es de notar,
que la variable de estado CA se controla de forma indirecta a través de la variable
de estado T .

Luego, aplicando la técnica de PJL (ver Apéndice B), es posible reescribir
el sistema (C.5) como un modelo LTI en torno al i-ésimo punto de operación
xi = {Vi, CAi , Ti},

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0

qe(CAi−CAe)
V 2
i

− qeVi − k0e
−E
RTi −ECAik0e

−E
RTi

RT 2
i

A31 −k1e
−E
RTi A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Bi =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0
0 0
0 B32

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ci =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Di =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
0 0
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(C.7)
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donde

A31 =
qe(Ti − Te)

V 2
i

− k2qci(e
−k3
qci − 1)(Ti − Tce)

V 2
i

A33 =
k2qci(e

−k3
qci − 1)
Vi

− qe
Vi
− ECAik1e

−E
RTi

RT 2
i

B32 =
k2(Ti − Tce) (e

−k3
qci − 1)

Vi
+ k2k3(Ti − Tce)e

−k3
qci

Vi
.
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Apéndice D

Desigualdades Lineales
Matriciales

D.1. Introducción

En el año 1892, Aleksandr Lyapunov defendió su tesis doctoral “El problema
general de la estabilidad del movimiento”1, y a través de esta introdujo lo que
usualmente llamamos teoŕıa de la estabilidad de Lyapunov [49, 56]. Concretamen-
te,

Definición D.1. Un sistema lineal autónomo (no posee entrada externa)

ẋ(t) = Ax(t) (D.1)

es asintóticamente estable, si y solo si, existe una matriz definida positiva (P ≻ 0)
tal que

ATP + PA < 0 (D.2)

La condición P ≻ 0, ATP + PA < 0 es lo que se denomina desigualdad de
Lyapunov en P , que es una forma especial de LMI. Lyapunov también mostró que
esta LMI puede resolverse expĺıcitamente. De hecho, es factible elegir cualquier
Q = QT ≻ 0 y luego resolver la ecuación lineal ATP + PA = −Q para la matriz
P , que está garantizada como positiva definida si el sistema (D.1) es estable.
En resumen, la primer LMI utilizada para analizar la estabilidad de un sistema
dinámico fue la desigualdad de Lyapunov (D.2), que se resuelve anaĺıticamente a
través de un conjunto de ecuaciones lineales.

D.2. Regiones LMI

El concepto de región LMI resulta útil para formular problemas de asignación
de polos en términos de LMI.

1Traducido del Ruso
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Definición D.2. Siendo D una región en el plano complejo, si existen las matrices
L = LT ∈ Rmxm y M ∈ Rmxm tal que:

D = {s ∣ s ∈ C ∶ L + sM + s̄MT < 0}, (D.3)

entonces D se llama región LMI y es frecuentemente denotada como D(L,M).
Además, fD(s) = L + sM + s̄MT 2 se denomina función caracteŕıstica de la región
D(L,M).

La siguiente proposición presenta una propiedad fundamental de las regiones
LMI.

Proposición 1. Una región LMI es convexa y simétrica alrededor de eje real.

Demostración. La propiedad de simetŕıa resulta obvia. En tanto, para mostrar
convexidad, se seleccionan dos puntos s1, s2 ∈ D arbitrariamente, y se define

s∗ = θs1 + (1 − θ)s2, 0 ≤ θ ≤ 1.

Por lo tanto, se tiene

L + s1M + s̄1M
T < 0, L + s2M + s̄2M

T < 0.

Utilizando estas relaciones se deriva en,

L + s∗M + s̄∗MT = L + (θs1 + (1 − θ)s2)M + (θs̄1 + (1 − θ)s̄2)MT

= L + θs1M + θs̄1M
T + (1 − θ)s2M + (1 − θ)s̄2M

T

= θ(L + s1M + s̄1M
T ) + (1 − θ)(L + s2M + s̄2M

T )
< 0, ∀ 0 ≤ θ ≤ 1.

(D.4)

Probando la convexidad del conjunto D en D.3.

Las regiones LMI son bastante generales, ya que su cierre es el conjunto de
regiones convexas simétricas con respecto al eje real. En efecto, las regiones LMI
incluyen regiones relevantes como discos, conos, sectores, etc., aśı como cualquier
intersección de las anteriores.

Ejemplos de regiones LMI

Tal como indica la Definición D.2, una región LMI es una región del plano
complejo que se caracteriza por una LMI en función de s y s̄. Para ejemplificar
este concepto considere las tres regiones del plano complejo que se muestran en la
Fig. D.1.

En primer lugar, la región de la Fig. D.1a representada por

Dα = {x + ıy ∣ x < −α < 0},
2La notación s̄ denota el complejo conjugado de s.
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R(s)

ıR(s)

−α

(a) Semiplano izquierdo

R(s)

ıR(s)

−q

r

(b) Disco con centro en
(−q,0) y radio r.

R(s)

ıR(s)

θ

(c) Cono centrado en el ori-
gen y ángulo interno θ.

Figura D.1: Regiones LMI.

es una región LMI. De hecho,

Dα = {x + ıy ∣ x < −α}
= {s ∣ R(s) < −α}

= {s ∣ 1

2
(s + s̄) < −α} .

Esto es, Dα es una región LMI con L = 2α y M = 1, y su función caracteŕıstica
resulta

fDα(s) = 2α + s + s̄.

En cambio, la región de la Fig. D.1b dada por

Dq,r = {x + ıy ∣ (x + q)2 + y2 < r2},

es una región LMI. Entonces,

Dq,r = {x + ıy ∣ (x + q)2 + y2 < r2}
= {s ∣ (s + q)(s̄ + q) < r2}

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s
RRRRRRRRRRR
[ −r s + q
s̄ + q −r ] < 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s
RRRRRRRRRRR
[−r q
q −r] + s [

0 1
0 0

] + s̄ [0 1
0 0

]
T

< 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

Esto es, Dq,r es una región LMI con

L = [−r q
q −r] , M = [0 1

0 0
] .

Por último, la región de la Fig. D.1c dada por

Dθ = {x + ıy ∣ ∣y∣ < −x tan θ},
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con 0 < θ < π
2 , es una región LMI. De hecho,

Dθ = {x + ıy ∣ ∣y∣ < −x tan θ}
= {{x + ıy ∣ y2 < x2 tan2 θ, x tan θ < 0}
= {x + ıy ∣ y2 cos2 θ < x2 sen2 θ, x sen θ < 0}

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x + ıy

RRRRRRRRRRR
[ x sen θ ıy cos θ
−ıy cos θ x sen θ

] < 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s
RRRRRRRRRRR
[ (s + s̄) sen θ ı(s − s̄) cos θ
(−s + s̄) cos θ (s + s̄) sen θ

] < 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s
RRRRRRRRRRR
s [ sen θ cos θ
− cos θ sen θ

] + s̄ [ sen θ cos θ
− cos θ sen θ

]
T

< 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

Esto es, Dθ es una región LMI con

L = 0, M = [ sen θ cos θ
− cos θ sen θ

] .
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(vid. pág. 1).

[4] Janos J. Gertler. ((Survey of Model-Based Failure Detection and Isolation
in Complex Plants)). En: IEEE Control Systems Magazine 8.6 (1988). issn:
0272-1708. doi: 10.1109/37.9163 (vid. págs. 1, 2, 13).
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págs. 45-72. issn: 09110704 (vid. pág. 10).

[34] Janos J. Gertler. ((Analytical Redundancy Methods in Fault Detection and
Isolation - Survey and Synthesis)). En: IFAC Proceedings Volumes 24.6 (1991),
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[60] Mart́ın F. Picó y Eduardo J. Adam. ((Control Tolerante a Fallas en un CSTR
usando Banco de Observadores para el Diagnóstico de Fallas)). En: VII Con-
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Retardés)). Tesis doct. Grenoble Institute of Technology, 2008 (vid. pág. 51).

[72] Kazuo Tanaka y Hua O. Wang. Fuzzy Control Systems Design and Analysis:
A Linear Matrix Inequality Approach. Wiley, 2001. isbn: 0471323241. doi:
10.1002/0471224596 (vid. pág. 51).

[73] Eduardo J. Adam. Instrumentación y Control de Procesos. Notas de Clase.
3.a ed. Santa Fe: Ediciones UNL, 2018, pág. 796. isbn: 978-987-749-122-7
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