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Resumen — En el Proyecto de investigacion “La trascendencia del algebra lineal en el ciclo
superior de ingenieria” algunos trabajos corresponden a Ingenieria Electronica. Alli, uno de los
problemas en las comunicaciones de datos es cdmo repartir entre varios usuarios el uso de un
unico canal de comunicaciones para poder gestionar diversas comunicaciones simultdneamente
sin interferencias.

Para resolverlo, la tecnologia Code Division Multiple Access (CDMA) emplea un esquema de
codificacion que asigna a cada transmisor un cddigo Unico, escogido de forma que sea
totalmente diferente del resto. El receptor capta las sefiales emitidas por todos los transmisores
al mismo tiempo, pero puede seleccionar la sefial de interés si conoce el codigo empleado.

Esto lo consigue usando la ortogonalidad entre vectores, cuyas coordenadas representan los
datos a transmitir. Asi, aunque el receptor capte sefiales de distintos usuarios al mismo tiempo,
si conoce el codigo de transmision del usuario de interés, podra aislar sus datos de los del resto
simplemente realizando el producto escalar de la sefial recibida con el codigo del usuario. Al ser
este codigo ortogonal respecto a todos los demas, el producto aislara la sefial deseada y anulara
el resto.

CDMA se emplea en sistemas de comunicaciones por radio frecuencia, tanto de telefonia movil
(constituye la base de redes 3G) como en transmision de datos (WiFi) o navegacion por satélite
(GPS).
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1. Introduccién

En las comunicaciones de datos se presenta la dificultad en la forma de repartir la utilizacion
de un Unico canal de comunicacion o medio de transmision entre diversos usuarios, para que
se puedan realizar varias comunicaciones al mismo tiempo. Sin un método de organizacion,
aparecerian interferencias que podrian resultar molestas, o bien, directamente impedir la
comunicacion. Este concepto se denomina multiplexado o control de acceso al medio.

La multiplexacion por division de codigo, acceso multiple por division de codigo o Code
Division Multiple Access (CDMA) es un término genérico que se utiliza para denominar
varios métodos de multiplexacion o control de acceso al medio basado en la tecnologia de
espectro expandido [1].
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La sefial se emite con un ancho de banda mucho mayor que el necesario para los datos a
transmitir, por este motivo decimos que es una tecnologia de espectro expandido.

Para resolver el problema mencionado, CDMA emplea una tecnologia de espectro expandido
y un esquema especial de codificacion, por el que a cada transmisor se le asigna un cddigo
unico, escogido de forma tal que sea ortogonal respecto a los de los demas y distinto del resto.
El receptor capta las sefiales emitidas por todos los transmisores al mismo tiempo, pero
gracias al esquema de codificacion, que emplea cddigos ortogonales entre si, puede
seleccionar la sefial de interés si conoce el cddigo empleado.

Otros esquemas emplean la division en frecuencia (FDMA), en tiempo (TDMA) o en el
espacio (SDMA), para alcanzar el mismo objetivo, el cual es la separacion de las distintas
comunicaciones que se estén produciendo en cada momento y evitar o suprimir las
interferencias entre ellas.

Una analogia posible para comprender rapidamente el problema del acceso mdltiple es la
mencionada por los autores Tanenbaum y Wetherall [2]. Consiste en considerar una
habitacion (que representaria el canal) en la que varias personas desean hablar al mismo
tiempo. Si todas ellas hablan a la vez, se producirian interferencias y seria dificil la
comprension. Para evitar o reducir el problema, podrian hablar por turnos (division por
tiempo), hablar unos en tonos méas agudos y otros mas graves de forma que sus voces se
distinguieran (division por frecuencia), dirigir sus voces en distintas direcciones de la
habitacion (division espacial), o hablar en idiomas distintos (division por c6digo) como en
CDMA, donde solo pueden entenderlo las personas que conocen el idioma, es decir, el
cadigo.

La Tecnologia CDMA se usa en variados sistemas de comunicaciones por radio frecuencia,
como en la telefonia movil, alli constituye la base de las redes de tercera generacion (3G), en
la transmision de datos (WiFi) y en la navegacién por satélite mediante el sistema de
posicionamiento global (GPS).

2. Conceptos matematicos utilizados en CDMA

CDMA utiliza vectores cuyas componentes representan los datos a transmitir. Por ejemplo, la
cadena binaria “1011” se representa por el vector (1, 0, 1, 1). Al mismo tiempo, aprovecha las
propiedades matematicas de operaciones entre vectores [3].

Dos vectores pueden multiplicarse mediante el producto escalar, que suma los productos de
sus respectivas componentes [4].

Sean a = (ay, az,..., an) y b = (b1, by,..., by) dos vectores. Entonces el producto escalar de a 'y b,
denotado por aeb, estd dado por:

aeb=(a,a,,..a,)e(b,b,,..b,)=ab +ab, +..+a,b, :E“aibi 1)
i=1
Por ejemplo, el producto escalar de un vector a = (1, 0, 1, 1) y un vector b = (1, -1, -1, 0) es:
ab = (1)(1) + (0)(-1) + (1)(-1) + (1)(0) =1 + (-1) = 0.

Ademas, si el producto escalar de dos vectores es 0, como en el ejemplo anterior, se dice que
éstos son ortogonales entre si.

Algunas propiedades del producto escalar ayudan a comprender como funciona CDMA.
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Si los vectores a y b son ortogonales, y ademas, representan los codigos de dos usuarios de
CDMA, entonces:

aebh=0 (2)
Aplicando la definicion de producto escalar de vectores y sus propiedades, se tiene:

asa=[d

ae(a+b)=[a]’ yaque aea+aeb=[a"+0
as(-a+b)=a|° yaque —aea+aeb=—|a| +0
be(a+b)=|b|" yaque bea+beb=0+[p|’
be(a—b)=-b|" yaque bea—beb=0-|p|’

Aunque el receptor capte combinaciones lineales de los vectores a y b, es decir, las sefiales
procedentes de a y b al mismo tiempo, sumadas en el aire, si conoce el codigo de transmision
del usuario de interés, siempre podréa aislar sus datos de los del resto de los usuarios,
simplemente mediante el producto escalar de la sefial recibida con el codigo del usuario. Al
ser el codigo del usuario ortogonal respecto a todos los demas, el producto seleccionara la
sefial de interés y anulara el resto.

Este resultado para dos usuarios es extensible a todos los interesados que se desee, siempre
gue existan codigos ortogonales suficientes para el nimero de usuarios deseado, lo que se
logra incrementando la longitud del cédigo.

La Figura 1 muestra cuatro sefiales digitales de cuatro bits cada una cuyas representaciones
vectoriales son ortogonales:

Figura 1. Representacion de cuatro sefiales digitales ortogonales.
Fuente: elaboracion propia

Si realizamos el producto escalar entre dos cualesquiera de ellas, comprobaremos que son
ortogonales entre si.

Por ejemplo, el producto escalar de las sefiales S2 = (1, 1,-1,-1)y S4=(1, -1, 1, -1) es:
S2S4=D)Q)+ O +(-)Q) +(-D(-1)=1+(-1)+(-)+1=0.
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3. Desarrollo

3.1 Implementacién de CDMA

En los sistemas CDMA cada tiempo de bit se subdivide en m intervalos cortos llamados chips.
En la Figura 1, por ejemplo, tenemos cuatro bits en cada sefial, todos ellos de igual duracion.
Por lo general, hay 64 o 128 [chips/bit], pero en el ejemplo que se da a continuacion por
simplicidad utilizaremos 8 [chips/bit].

A cada estacién de transmision se le asigna un cédigo Unico de m bits Ilamado secuencia de
chip. Para transmitir un bit 1, una estacién envia su secuencia de chips. Para transmitir un bit
0, envia el complemento a uno de su secuencia de chips (se intercambian los unos por ceros y
los ceros por unos). No se permiten otros patrones. Por lo tanto, para m = 8, si a una
determinada estacion A se le asigna la secuencia de chips 00011011, ella envia un bit 1
mediante el envio de 00011011 y un bit 0 mediante el envio de 11100100.

El incremento de la cantidad de informacién que se va a enviar de b [bits/s] a mb [chips/s]
solo puede realizarse si el ancho de banda disponible se incrementa por un factor de m, lo que
hace de CDMA una forma de comunicaciones de espectro expandido como habiamos
mencionado anteriormente.

En la implementacion de CDMA se utiliza una notacion bipolar, donde el O binario es —1 y el
1 binario es +1. Ademas, mostraremos las secuencias de chips en notacion vectorial, de
manera que la transmision de un bit 1 para la estacion A es (-1, -1, -1, +1, +1,-1, +1,+1) y la
transmision de un bit 0, realizando el complemento, es (+1, +1, +1, -1, -1, +1, -1, -1). [2]

A continuacién, mostramos las secuencias de chips asignadas a cuatro estaciones de ejemplo
denominadas A, B, C y D; y su correspondiente notacion bipolar:

A=(0,0,0,1,1,0,11) A=(-1-1,-1,+1,+1,-1,+1+1)
B=(0,0,,0,1110) B=(-1-1,+1,-1,+1+1,+1-1)
C=(,1011100) C=(-1L,+1-1,+1,+1,+1,-1,-1)
D=(0,140,0,0,0,1,0) D=(-1,+1,-1,-1,-1,-1,+1,-1)

Cada estacién tiene su propia y Unica secuencia de chips. Utilizamos el simbolo A para
indicar el vector de m chips para la estacion A, y A para su complemento.

Todas las secuencias de chips son ortogonales entre si, cumpliéndose las propiedades
enumeradas anteriormente. Tales secuencias ortogonales de chips se pueden generar, por
ejemplo, utilizando un método conocido como cddigos de Walsh-Hadamard.

Durante cada tiempo de bit, una estacion puede transmitir un 1 enviando su secuencia de
chips, o puede transmitir un 0 enviando el complemento de su secuencia de chips, o puede
quedarse en silencio y no transmitir nada.

Cuando dos o mas estaciones transmiten de manera simultanea, sus sefiales bipolares se
suman de manera lineal. Por ejemplo, si en un periodo de chips tres estaciones envian +1 y
una estacion envia —1, el resultado es +2. Se podria pensar que esto es como sumar voltajes;
tres estaciones enviando +1 voltio y una estacion enviando —1 voltio dan un total de 2 voltios.

Tomemos seis ejemplos de una y hasta cuatro estaciones que transmiten al mismo tiempo:
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Ejemplol: —-1- =C

Ejemplo 2: —-11- =B+C
Ejemplo3: 10--=A+B
Ejemplo4: 101- =A+B +C
Ejemplo5: 1111=A+B+C+D
Ejemplo6: 1101=A+B+C +D

Observacion: el simbolo — indica que dicha estacion (de las cuatro que componen los
ejemplos), no esta transmitiendo en ese caso.

Las sefiales enviadas en cada caso son:

S1=(-1+1,-1+1+1,+1-1-1)
$2=(-2,0,0,0,42,+2,0,-2)
$3=(0,0,-2,+2,0,-2,0,+2)
S4=(-1+1-3,+3+1,-1-1+1)
S5=(-4,0,-2,0,+2,0,+2,-2)
S6=(-2,-2,0,-2, 0,-2,+4, 0)

En el Ejemplo 1, C transmite un bit 1, por lo que simplemente obtenemos la secuencia de
chips de C. En el Ejemplo 2, tanto B como C transmiten bits 1, por lo que obtenemos la suma
de sus secuencias de chips bipolares, o sea:

B+C=(-1,-1,+1,-1+1+1+1,-)+(-L,+1-1L+1+1+1-1-1)= (— 2,0,0,0,+2,+2, O,—2)

En el Ejemplo 3, la estacién A envia un 1y la estacion B envia un 0. En el Ejemplo 4, Ay C
envian un 1 mientras que B envia un bit 0. En el Ejemplo 5, todas las estaciones envian un bit
1. Finalmente, en el Ejemplo 6, A, B y D envian un bit 1, mientras que C envia un bit 0.
Observe que cada una de las secuencias S1 a S6 s6lo representan un tiempo de bit.

Para recuperar el flujo de bits de una estacion individual, el receptor debe conocer con
anticipacion la secuencia de chips de esa estacion. Esto se realiza calculando el producto
interno entre la secuencia de chips recibida, es decir, la suma lineal de todas las estaciones
que transmitieron, y la secuencia de chips de la estacion cuyo flujo de bits se esta tratando de
recuperar. Luego se divide ese resultado por el namero de chips m.

Para hacer mas concreto el proceso de decodificacion, consideremos los seis ejemplos de las
secuencias S1 a S6.

Suponga que el receptor esta interesado en extraer el bit enviado por la estacion C de cada una
de las seis sumas S1 a S6. Para ello, calcula el bit realizando el producto escalar entre la sefial
S recibida y el vector correspondiente a la secuencia de chips de la estacion C, y después se
toma 1/8 del resultado (debido a que aqui m = 8).

Como se muestra a continuacion, el bit correcto es decodificado de a uno por vez.
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(SteC)/m=[(-1+1,-1+1,+1+1,-1-1)e (-1, +1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
=(1+1+1+1+1+1+1+1)/8
(S1eC)/m=+1— Correspondenteal 1 binario

(S2eC)/m=[(-2,0,0,0+2,4+2,0,-2)e (-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
=(2+0+0+0+2+20+2)/8
(S2eC)/m=+1— Correspondenteal 1 binario

(S3¢C)/m=[(0,0,-2,+2,0,-2,0,+2)e (-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
=(0+0+2+2+0-2+0-2)/8
(S3eC )/m=0— Laestacién C permanecien silencio

(S4eC)im=[(-1+1,-3+3+1-1,-1+1)e (-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
—(1+1+3+3+1-1+1-1)/8
(S4eC )/m=+1— Correspondenteal 1 binario

(S5¢C)/m=[(-4,0,-2,0,42,0,42,-2)e (-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
=(4+0+2+0+2+0-2+2)/8

S5eC )/m=+1— Correspondenteal 1 binario

(s5eC)

(S6eC)/m=[(-2,-2,0-2, 0,-2,4+4,0)e (-1,+1,-1,+1,+1,+1,-1,-1)]/8
=(2-2+0-2,+0-2-4+0)/8
(S6eC )/m=-1— Correspondenteal 0 binario

3.2 Codigos de Walsh-Hadamard

Los codigos de Walsh constituyen uno de los cddigos ortogonales mas comunmente usados
en aplicaciones CDMA. Estos cddigos se calculan a partir de una matriz cuadrada especial
conocida como la matriz de Hadamard, por ello se denominan codigos de Walsh-Hadamard.

Para un conjunto de cdédigos de Walsh de longitud n, tendremos una matriz cuadrada de n
cédigos de Walsh, de modo que le corresponde una matriz de Hadamard de tamafio nyn.

La primera columna de esta matriz contiene una serie de 1 y las siguientes columnas
contienen una serie de 1 y -1 combinados. Cada columna es ortogonal entre si, ademas, los 1
y -1 tienen la misma frecuencia de aparicion a partir de la segunda columna.

Esta matriz es obtenida de forma recursiva a partir de la siguiente expresion:

H(2¢Y)  H(2¢)

) et o
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Siendo: H(2°)=[1]

Por consiguiente:

)y

11 1 1]
1 -1 1 -1
H(2?)=
11 -1 -1
1 -1 -1 1|
11 1 1 1 1 1 17
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11 -1-11 1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 1
H(2°)=
11 1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1-1 1 -1
11 -1 -1-1-11 1

1 -1-11 -1 1 1 -1

Se puede ver con facilidad que todas las filas y columnas son ortogonales entre si y que la
longitud de los cddigos de Walsh siempre son potencias de 2.

Para facilitar la obtencion de estas matrices se puede utilizar la funcién hadamard(n) en
Matlab, la cual devuelve la matriz de Hadamard de orden n, recordando que n debe ser un
namero potencia de 2. En caso contrario, arrojara error.

>> hadamard (1)
ans =

1
>> hadamard(2)
ans =

1 1

1 -1

>> hadamard (4)

ans =
1 1 1 1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
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>> hadamard (8)

ans =
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

En el caso de utilizar un software libre como ScilLab, no existe un comando que nos devuelva
directamente una matriz de Hadamard de orden n [5]. Se puede recurrir a una herramienta con
la que cuenta ScilLab que es el instalador de mddulos adicionales.

De los distintos modulos disponibles, utilizamos el denominado “Make Matrix”, que cuenta
con la funcion hadamard (n), la cual devuelve una matriz de Hadamard de orden n,
recordando que n debe ser un nimero potencia de 2.

Una vez instalado, ejecutamos:
-->makematrix_hadamard (1)

ans =

1.
-->makematrix_hadamard ( 2)
ans =

1. 1

1. -1
-->makematrix_hadamard (4 )
ans =

1. 1. 1. L

1.-1. 1. -1

1. 1. -1 -1,

1.-1. -1. 1

-->makematrix_hadamard ( 8)

ans =
1. 1 1. 1 1. 1. 1. 1.
1.-1. 1.-1. 1. -1. 1. -1.
1. 1. -1.-1. 1. 1.-1. -1
1.-1.-1. 1. 1. -1 -1. 1.
1. 1 1. 1. -1 -1.-1. -1
1.-1 1.-1.-1. 1. -1. 1
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1. 1.-1.-1.-1.-1. 1. 1
1. -1.-1. 1. -1. 1. 1. -1

4. A modo de cierre

La técnica de CDMA descripta, conocida en el ambiente de la telefonia mévil como CDMA
sincrénico, fue desarrollada suponiendo un medio ideal y libre de ruido, con una capacidad, es
decir el nimero de estaciones arbitrariamente grande.

En un medio real, los sistemas CDMA sincrénicos funcionan bien siempre que no haya
excesivo retardo en la llegada de las sefales, 0 sea, que el transmisor y el receptor deben estar
sincronizados al momento de enviar y recibir informacion.

Ademas, en la practica, las limitaciones fisicas de los equipos reducen la capacidad de forma
considerable. Por ejemplo, el estdndar 1S-95, un estdndar de telefonia mdvil utilizado en
Argentina hasta el afio 2008, empleaba cddigos ortogonales de Walsh de 64 bits para codificar
las sefiales y separar a sus distintos usuarios, lo que significa que cada estacion podia manejar
hasta un maximo de 64 usuarios en un mismo momento.

CDMA logro establecerse en el mercado de las comunicaciones moviles y ha madurado al
punto en que no sélo es aceptable, sino también una solucién muy préctica frente a otras
tecnologias, instituyéndose como la base de los sistemas moviles de tercera generacion (3G).

Como reflexion final con respecto a las tareas realizadas en el marco del Proyecto de
investigacién “La trascendencia del Algebra Lineal en el ciclo superior de ingenieria”,
sefialamos la satisfaccion de poder trabajar con becarios alumnos en cuestiones especificas de
ingenieria, en este caso particular correspondiente a la carrera ingenieria electronica.
Retomamos conceptos basicos del Algebra Lineal y vemos sus aplicaciones en las materias
especificas de la carrera. También ellas se pueden constituir en un elemento disparador para
préximos desarrollos de los becarios dentro del Proyecto. Asimismo, algunas cuestiones
abordadas pueden llevarse al aula en dicha materia, Algebra Lineal y Geometria Analitica,
instaurando elementos motivadores para el estudio de la Matematica, siempre realizando las
simplificaciones correspondientes para que puedan ser comprendidas por los alumnos de los
primeros niveles de la carrera. La indagacién constante de situaciones que muestren la
necesidad del desarrollo de los conceptos matematicos, contribuye para que desde los
primeros afos de la carrera se manifieste la aplicabilidad de los mismos.
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