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INTEGRAL DEFINIDA

Aplicacion de la integral definida

Para comprender el concepto de la integral definida, que es primordial, intentemos resolver el
problema del drea.

Calcular el area de una regién plana no es un problema complicado, es una cuestién muy facil de
responder para regiones con lados rectos. Si la regién plana es un rectdngulo, se define como el
producto del largo de la base b y el ancho o altura h, siendo dreaA como A = b. h. En el caso del
area de un tridangulo es la mitad de la base multiplicada por la altura. El drea de un poligono se
encuentra al dividirlo en tridangulos y rectangulos y sumar las dreas de estas figuras.

Sin embargo, al buscar el drea de una region con lados curvos tenemos que encontrar la forma de
hacerlo para hallar la definicién exacta.

Entonces, busquemos como hallar el areadelaregiéns, que se encuentra debajo de la grafica
de la funcién y = f (x), desde x = a hasta x = b.

Esto significa que la regidén plana S esta limitada por la grafica de una funcién continua
f [donde f(x) = 0], las rectas verticalesx =a,x =b ,yel eje x.

y=f(x)

a b

llustracion 1 - Region plana S.

Al intentar resolver el problema del area, todos tenemos una idea intuitiva de lo que es el drea de
una regién. Pero parte del problema del drea es hacer que esta idea sea precisa dando una
definicién exacta de area.

Si recordamos que, al definir la recta tangente, primero obtuvimos una aproximacién de la
pendiente de la recta tangente por las pendientes de rectas secantes y, a continuacion,
tomamos el limite de estas aproximaciones. De tal manera, seguiremos una idea similar para las
areas.

En este caso, consideremos una aproximacién del drea de la regién plana S, por medio de
rectangulos y la suma de las areas de cada uno de ellos, conforme se incrementa el nimero de
rectdngulos, la aproximacién tiende a ser cada vez mas exacta. El limite cuando la cantidad de
particiones aumenta y la amplitud de los intervalos tiende a cero nos acercara a la exactitud.

Comenzaremos en dividir la region S en rectangulos de igual amplitud, para ello dividimos el
intervalo [a, b] en n partes.

De esta manera generaremos sub-intervalos con igual amplitud Ax, tal que:
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b- . . .
Ax; = Ta , quedando determinados los sub-intervalos [x;_q, x;] con i desde 1 hasta n.

a b

Xo X1 X2 X3 Xi—1 X; . X1 X

Al definir f (x) continuaen [a, b | se verifica el Teorema de Valor Extremo. Dicho teorema asegura
la existencia de un valor maximo absoluto M; y de un valor minimo absoluto m; para la funcién
continua en un intervalo cerrado [ a ; b].

Como la funcién es continua en [ a; b] entonces lo sera en cada subintervalo [x;_4, x;]. Si nos
posicionamos dentro de un sub-intervalo cualquiera [x;_q, x;] con Ax; =x; — x;_1 , alli existird un
valor de x, perteneciente a ese sub intervalo, para el cual la funcidn alli alcance el valor maximo
de f(x), es decir M;.

Es asi como obtenemos las dimensiones del rectangulo cuya base Ax; y altura es M;, el producto
de ambos nos determinara el drea de ese rectdngulo y al ir incrementando la variable i desde 1,
hallaremos el area de cada uno de ellos.

(1,1

Ax,

llustracion 2 — Cdlculo del drea Sm.
Si sumamos las areas de cada rectangulo hallado obtenemos Sy,;.
Por lo tanto, podemos expresara Sy = Divq M; Ax;.

Sy que es la suma de las dreas de estos rectangulos de aproximacién, nos acerca al valor
aproximado del drea de la regién comprendida entre la grafica de la funcién para los valores de x
comprendidos en [a, b] y el eje de las x.

Consideremos el procedimiento anterior, pero en lugar de usar los rectadngulos anteriores, es
posible optar por otros mas pequefios cuyas alturas son los valores minimos de f(x) en los sub-
intervalos, por lo tanto consideremos el valor de la funcién m;.
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1n

1

Ax,
llustracion 3 - Cdlculo del darea Sp,.

Las dimensiones de cada uno de estos nuevos rectangulos quedaran entonces Ax; (base) y
m; (altura). Asi podemos calcular el drea de cada rectangulo como el producto de Ax;*m; para
todo i desde 1 hasta n.

Si sumamos las areas de cada rectangulo hallado obtenemos S,
— n
Podemos expresara S, = X1 m; Ax;

Pero no podemos perder de vista que en ambas opciones tendremos valores distintos, segln
tomamos el valor maximo o minimo de cada sub-intervalo, es decir, el valor de la suma de las
areas de los rectangulos es distinta.

Pues, al calcular la suma de las areas de los rectangulos mas bajos S,,, (Suma Menor, considerando
los valores minimos de la funcidn en cada sub-intervalo) y la suma de las areas de los rectangulos
mas altos Sy (Suma Mayor, a partir de los valores maximos de la funcién en cada sub-intervalo),
obtenemos estimaciones distintas una inferior y otra superior para el Area.

Sm <Su
Entonces una respuesta posible para la pregunta écémo hallar el drea S? se encuentra en alguna
parte entre ambas estimaciones antes mencionadas.

Smn <S<Sy
Ahora bien, si se divide el intervalo en sub intervalos mayores, se incrementa el nimero de
rectangulos utilizados y se pueden obtener aproximaciones mas y mas cercanas al area de la
region.

Si aplicamos limite, y si los limites existen, teniendo en cuenta que
Sm <Su
Sabemos, entonces que

n—->oo n—oo
Ademas, segun lo que se planteé:
Sm <SSy

Entonces podemos asegurar que:
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lim §,,, < lim § < lim Sy

n—oo n—-oco n—oo

Y por el teorema de la comprension, siS,,, < 8§ < Sy cuando n tiende a infinito, podemos indicar
que:

lim S, = lim Sy =A

n—oo n—oo

Finalmente, entonces:

IimS=4

n—oo

El drea A de la region S, que se encuentra debajo de la gréfica de la funcién f (x), continua y
positiva, es el limite de la suma de las dreas de los rectangulos de aproximacion:

A=limS

n—-oo

Ahora bien, en lugar de considerar los valores extremos (maximo absoluto o minimo absoluto)
de la funcidn en los subintervalos, podria tomar la altura del i-ésimo rectangulo como el valor
de f(x) en cualquier nimero x¥en el i-ésimo subintervalo [xi-1, x;].

A estos numeros x1°, x5, . .., x¥ se les llaman puntos muestras. Teniendo entonces:

A;gmv(xl*)Ax + f(x,)Ax + f(x3")Ax + ..+ f(x,")Ax]

n
A= lim Z Fxb) Ax
n—-oo i=1

Siendo A el area de la regidn S, que se encuentra debajo de la grafica de la funcién f(x), funcion
positiva y continua.

Este tipo de limite se presenta en una amplia variedad de calculos incluso cuando f(x) no es
necesariamente una funcién positiva.

A partir de este limite podemos definir integral definida de la siguiente manera:

“Si f (x) es una funcién continua definida en un intervalo [a, b], divida en n sub-intervalos de igual
ancho, donde xy = a, x4, X5,..X,, = b, son los extremos de cada sub-intervalo y elige los puntos
muestra en cada sub-intervalo x1*, x3°, . . ., x& tal que x; sea el i-esimo.

La integral definida de f, desde a hasta b se define como:
; * b «
lim ¥, fe) Ax = [, fxDAx (1)

Siempre que exista el limite, si es que existe, entonces f(x) es integrable en el intervalo cerrado
desde x = a hasta x = b.
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Si f(x) es continua en [a, b], o si f(x) tiene Unicamente un nimero finito de saltos discontinuos,

entonces f(x) es integrable en [a, b]; es decir, la integral definida f; f(x).dx existe.

Ahora bien, se dispone de una forma de calcular una integral definida sin tener que utilizar el
limite de la suma, para ello se debe tener en cuenta los siguientes conceptos:

Una funcién F recibe el nombre de antiderivada de f sobre un intervalo |
si F'(x) = f(x)paratodoxenl.

Entonces F es una antiderivada de f sobre un intervalo |, pues al derivar F obtenemos como
resultado la funcién f, por lo tanto, podemos definir la antiderivada mas general de f de la
siguiente manera:

sobre | es F(x) + C pues al derivarla hallamos f
entonces :—x Fx) + O = fx)

donde C es una constante arbitraria, la antiderivada general estd formada por un conjunto de
antiderivadas cada una de ella es miembro de la familia de la antiderivada general.

Las antiderivadas de una familia difieren entre si en una constante.
Ahora desarrollaremos el teorema que relaciona el calculo diferencial con el calculo integral.

El cdlculo diferencial nos permitid encontrar la pendiente de la recta tangente en un punto y a
partir del célculo de la integral encontramos la solucién para el problema del area desarrollado
con anterioridad.

Este teorema deja al descubierto que los procesos de derivacién y de integracion (definida) son
operaciones inversas. La pendiente de la recta tangente se definié partiendo del cociente de los
incrementos, de la pendiente de la recta secante. De manera similar, el drea de la regién bajo una
curva se definié partiendo del producto del area de un rectangulo.

El teorema fundamental del cdlculo establece que los procesos de limite utilizados para definir la
derivada y la integral definida preservan esta relacidn inversa.

La primera parte del teorema PARTE |, trata de funciones definidas por la siguiente ecuacion, con
g que depende solo de x, que aparece como limite superior variable en la integral,

900 = f f(Odt

Donde f es una funcién continua sobre el intervalo cerrado y x varia entre a y b.
El limite superior de la integral es variable, si fuese fijo el resultado seria un nimero.

En este caso, x puede variar, obteniendo entonces distintos nimeros, entonces el resultado varia
y se obtiene la funcién g(x).

Si f es una funcion positiva entonces g(x) puede interpretarse como el drea debajo de la
grafica de f desde a hasta x, siendo que x puede variar desde a a b.
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Considere que si g se define como la integral de f, entonces g resulta ser una antiderivada de f.

Al hallar g’ , por la definicién de derivada, para h > 0 tenemos g(x + h) — g(x) se obtiene
restando las areas, por lo tanto, es el area de la gréficade f dexax + h.

Para h pequefias, esta drea es aproximadamente igual al 4rea del rectangulo de altura f(x) y
ancho h.
gx+h)—g(x)

gx+h)—gx)=f(x)h  entonces A ~ f(x)

En consecuencia,

T — Tipa 9XTR)—g(x)
g'(0) = lim 2= ()

Entonces la derivada de una integral definida con respecto de su limite superior es el integrando
evaluado sobre el [imite superior. Eso quedara demostrado, en el siguiente teorema (parte 1)

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO- PARTE |

Si f(x)es continua en [a, b], entonces la funcién g(x) definida por:

g(x) = [7 f(Ddt a<x<b

Es continua en [a, b] y derivable en (a, b),y g'(x) = f(x)

DEMOSTRACION

Sixyx + hestdnen (a, b), entonces:

x+h

g@+m—mm=f

a

f(t)dt —f f(t)dt
=([Ffode + [ f©de)- [T f(Dde
=" f(©)de

Y de este modo, para h + 0,

g(x+h)—g(x) _ 1 x+h
PRI = = [ F(©de 2)

Por ahora suponga que h > 0 . Puesto que f(x) es continua en [x,x + h], el teorema del valor
extremo establece que hay nimeros uy v en [x,x + h] tal que f(u) = my f(v)M, donde my
M son los valores maximo y minimo absolutos de f(x) en [x,x + h].

De acuerdo a propiedades de las integrales, se tiene:

x+h
mhsf f)dt <Mh
X
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Es decir,

x+h
fwh < f ftdt < f(v)h
X
Como h > 0, puede dividir esta desigualdad entre h:
1 x+h
f sy | fod < f)
X

Enseguida, utilizando la ecuacidn (2) para reemplazar la parte media de esta desigualdad

fu) < LRI < £ () 3)

Se puede demostrar la desigualdad 3 de una manera similar a la del caso cuando h < 0.

Ahora, dejando que h — 0, despuésu = xy v = x,yaqueuy v quedanentre x y x + h.

Por lo tanto,
lim £ (u) = lim f(u) = f(x) y lim f(v) = lim f(v) = f(x)

Porque f(x) es continua en x. de acuerdo a expresion (3) y el teorema de la compresion:

+h) -
50 < lim SEEN I _

Six = a o x = b, entonces la ecuacion anterior se puede interpretar como un limite unilateral.

Porque g es derivable en (a,b) — g es continua en (a,b)
. s a _ . T b _
lim g(x) = lim [ f(t)dt = g(a) y lim g(x) = lim [ 'f()dt = g(b)

Entonces g es continua en [a, b]

De acuerdo con la notacion de Leibniz para las derivadas, se puede expresar al Teorema
Fundamental del Calculo Parte |, como:

d (* _
&) ro =re

cuando f(x) es continua. En términos generales, esta Ultima ecuacidn establece que si primero
integra f(x) y luego obtiene la derivada del resultado, se regresa a la funcién original f(x).

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PARTE II

Si f(x)es continua en [a, b], entonces

b
[ feax =@ - Fe@

Donde F(x) es una antiderivada de f(x), es decir, una funcién tal que F’'(x) = f(x).

1 ——
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DEMOSTRACION

Seag(x) = f;f(t)dt . De acuerdo con la parte 1, sabe que g'(x) = f(x); es decir g(x) es una
antiderivada de f(x). Si F(x) es cualquier otra antiderivada de f(x) en [a, b], y sabiendo que la
diferencia entre F(x) y g(x) es una constante tenemos que:

Fix)=gx)+C

Para a < x < b. Pero tanto F(x) como g(x) son continuas en [a, b] y de este modo, al obtener
los limites de ambos miembros de la ecuacién anterior, cuando x - at y x = b~, esto también
se cumple cuandox = ayx = b.

Si hace x = a en la féormula para g(x), obtiene:

M@=ff@ﬂ=0

Entonces, al aplicar la ecuacion F(x) = g(x) + Cconx = ayx = b, llega a:
F(b) —F(a) = [g(b) + C] - [g(a) + (]
=gb) —g(a) = g(b)

- f  Fodt

La parte Il del teorema fundamental establece que si conoce una antiderivada F(x) de f(x),

b . . .
entonces puede evaluar fa f(x)dx simplemente calculando la diferencia de los valores de F(x)
en los extremos del intervalo [a, b].

Como utilizamos el teorema para resolver una integral

1. Partimos de suponer que conocemos una antiderivada o primitiva de f , la funcién F (x) tal que
F’(x) = f,yaque sedispone de una forma de calcular unaintegral definida sin tener que utilizar
el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del calculo tenemos que
b
[ reodx=r®) - Fe@
a

Sorprende mucho que f;f(x)dx, que fue definida mediante un procedimiento complicado que

requiere todos los valores de f(x) paraa < x < b, se pueda determinar conociendo los valores
de F(x) en sélo dos puntos, ay b.
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